Riemann integralet af kontinuerte funktioner —
supplerende noter til 2AN

Vi minder kort om definitionen fra Matematik 1 af det bestemte integral af en begreenset
funktion f: [a,b] — R.
Til enhver inddeling D = {zo, z1,...,z,} af [a,b], hvor

0=2o0 <21 << Tp_1 <, =D,

knyttes tallene
i =sup{f(t) | t€lzj,zl}l, gy =nf{f(?) | t €z, 5]}, (1)

ZG —Zj-1) Zgj — Zj-1) (2)

Tallet O(f, D) kaldes oversummen for f hgrende til inddelingen D, og tilsvarende kaldes
U(f, D) undersummen for f hgrende til inddelingen D. Hvis D, D’ er to inddelinger af
[a,b], da geelder U(f, D) < O(f, D’). Dette medfgrer

sup{U(f, D) | D er en inddeling af [a, b]}

3
< inf{O(f, D) | D er en inddeling af [a, b]}, 3)

for enhver begranset funktion f: [a,b] — R.

Definition 1 En begranset funktion f: [a,b] — R kaldes Riemann integrabel hvis der
geelder:

sup{U(f, D) | D er en inddeling af [a,b]} = inf{O(f, D) | D er en inddeling af [a, b]}.

I givet fald defineres fab f(t)dt til at veere den falles vaerdi ovenfor.

Vi taler om “Riemann integrable funktioner” (snarere end blot integrable funktioner) dels
for at anerkende Riemann’s betydning for dette begreb, og dels for at skelne Riemann
integralet fra Lebesgue integralet, som kort vil blive omtalt i dette kursus, og som udvikles
detaljeret i kurset 3MI.

Nedenfor vises, at enhver kontinuert funktion f: [a,b] — R er Riemann integrabel. Vi
bemszerker hertil forst fglgende nyttige lemma:
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Lemma 2 FEn begrenset funktion f: [a,b] — R er Riemann integrabel hvis der til hvert
e > 0 findes en inddeling D aof [a,b] sdledes at O(f, D) —U(f, D) < ¢.

Bevis: Lad € > 0 vaere givet. Find hertil en inddeling Dy af [a, b] sa O(f, Do)—U(f, Do) < €.
Da er

inf{O(f, D) | D er en inddeling af [a, b]} O(f,Dy) < U(f,Do) +¢

<
< sup{U(f, D) | D er en inddeling af [a, b]} + .

Da dette holder for alle € > 0, ma der gaelde inf{O(f, D)} < sup{U(f, D)}. Den modsatte
ulighed er sand ifglge (3). Derfor ma f vaere Riemann integrabel. d

Saetning 3 Enhver kontinuert funktion f: [a,b] — R er Riemann integrabel.

Bevis: Bemark forst, at [a,b] er kompakt (jvf. Seetning 6.6). Da f er kontinuert, er f
automatisk begraenset (Saetning 6.10).

Lad € > 0 veere givet. Vi finder en inddeling D af [a,b] sa O(f,D) — U(f,D) < e.
Seetningen vil herefter fglge af Lemma 2.

Ifplge Seetning 6.20 er f uniformt kontinuert. Vi kan derfor finde § > 0 sa

€
Yoyt oyl <0 = |f@) ) < 7
Velg et naturligt tal n > (b — a)d™!, og lad D vere inddelingen af [a,b] i n lige store
delintervaller, dvs. D = {z¢, x1, ..., Z,}, hvor
zo=a, T1=a+-(b—a), z=a+2(b—a), -+, zp1=a+2L(b—a), z,=0D.

Lad j = 1,2,...,n. Hvis s,t € [zj_1,z;],saer [s—t < z; —2;1 = (b—a)/n <0, og
dermed er f(s) — f(t) < |f(s) — f(t)| <e/(b— a). Med notationen fra (1) har vi nu

G;j—g; = sup{f(s)|s € [zxj_1,z;|]} —inf{f(t) |t € [xj_1, 2]}

| s € [vj-1, 250} +sup{—f(t) [ t € [vj-1,25]}
(8) = f(t) | 5,t € [wj1, 2]}

e/(b— a).

Vi benytter nu (2) til at udregne:
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O(f, D) = U(f, D) = Y (G; = g){w; — wj-1) < 7=

j=1 j=1

(@) = 2j-1) = g——(b—a) =¢,

som gnsket. O



