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Lad [a,b] veere et delinterval af den reelle akse R med a < b. Vi far i opgaven brug for fglgende meget
nyttige lemma:

Lemma 1 Lad f,g : [a,b] = R vere to (Riemann-)integrable funktioner. Da geelder, at

(1) Va € [a,b](f(z) < g(x))
I
b b
(2) / flz)dz < / g(z)dz.

Bevis: Antag (1), vi vil sa vise (2). Vi har altsa, at
Vz € [a,b](0 < g(z) - f(2)).
Sa ifglge korollar 8.6 i MAI (Ebbe Thue Poulsen og Klaus Thomsen: Matematisk Analyse I) er
b b b
0< [ (o@) - f@)ds = [ gado - [ f@ds

hvor sidste lighedstegn fglger af setning 8.10 1 MAL O

Delspgrgsmal (i). Lad f : [a,b] — [0, 00[ veere en kontinuert funktion. Vi skal s& vise, at

b
3) / f(z)dz =0
J
(4) Vz € [a,b](f(z) =0).

I stedet viser vi det kontraponerede udsagn: —(4) = —(3). Antag saledes —(4). Dvs. at der findes et
Zg € [a,b], sdledes at f(zo) > 0 (da f er ikke-negativ). Da f er kontinuert, har vi, at (MAI def. 5.2)

Ve > 036 > 0Vz € [a,b] (Jz — zo| < § = |f(z) — f(z0)| < €).



Dvs. for £ = f(z0)/2 > 0 findes et § €]0,52[, si |f(z) — f(zo)| < f(w0)/2 for alle z € [a,b] med
|z — zo| < 8. Altsa er

(5) f(@) = f(z) = f(w0) + f(x0) > —f(20)/2 + f(0) = f(20)/2,

for alle z € [a,b] med |z — zo| < 0. Lad o = max{a,zo — 6} og S = min{b, o + §}. S& har vi, at

/abf(:v)da::/aaf(x)d:c+/aﬁf(x)dw+/;f(x)da:2/jf(:c)dxz/jf(xo)/deZéf(xo)/?>0.

Forste ulighedstegn fplger af Lemma 1 ovenover, idet f er ikke-negativ; det neeste fglger af Lemma 1
samt (5); medens det tredie ulighedstegn folger af, at 6 < 8 — « (overvej!).

Delspgrgsmal (ii). Lad C([a,b]) veere vektorrummet af kontinuerte funktioner f : [a,b] — C. Vi skal
sa vise, at der ved

b
17l = [ I @lds, 1€ Clla,t)

defineres en norm pa C([a, b]).

Vi bemeerker forst, at hvis f er kontinuert, si er x — |f(x)| ogsd en kontinuert funktion. Lad
f,g9 € C([a,b]) veere vilkarlige. Da |f(z)| > 0 for alle z € [a,b], er ||f||1 > 0. Det er klart, at hvis f =0,
sa er ||f|l1 = 0. Hvis omvendt ||f||1 = 0, folger det af (i), at f = 0. Dvs. at (N1) er opfyldt. Af seetning
8.10 1 MAI folger, at ||ASf||1 = |A| - || f]|1 for alle A € C (overvej!) — dvs. (N2) er opfyldt. Endvidere er

b b b b
Ilf + gllx =/ |f(2) + g(x)|dz < / (£ (@) + lg(2)]) dz =/ |f(z)|dz +/ lg(x)|dz = [|f]lx + llgllx
(brug bl.a. lemmaet) — dvs. (N3) er opfyldt. Altsa er || -||; en norm pa C([a,b]).

Delspgrgsmal (iii). Nu kigger vi pa tilfzeldet, hvor [a,b] = [0,1]. Lad f.(t) = t'/™ og f(t) = 1 for
t € [0,1]. Vi skal sa vise, at f, — f mht. || - ||z, og at der ikke gelder, at f, — f mht. || - |-
Vi bemerker forst, at f, f, € C([a,b]) for alle n € N. Vi har, at

! ) 14n ]! )
fn= = [ (1=a¥")do= fo- 2] —1- i -0-0)= oy o,

z=0

for n — 00. Men

Ifn = fllu = sup{|fn(2) = f(2)| [z € [a,0]} > | fn(0) = F(0)] = 1.

Dvs. (fn)%2, konvergerer ikke mod f mht. || - |-



