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1 Metriske rum
Jeg betragter det metriske rum (N, d), hvor d : N x N — [0, oo[ er givet ved
d(z,y) =277 =277
1.1 d er en metrik pa N
Hvis d er en metrik pa N, sa skal den opfylde fglgende tre ting for vilkarlige
z,y,z € N

1.1.1 M1 d(z,y) >0, d(z,y)=0cz=y

Jeg har, at | - | i d(z,y) bevirker, at d(z,y) > 0. Hvis = y, sd er det klart, at
d(z,y) = 0, og hvis

d(.fL‘,y) =0
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1.1.2 M2 d(z,y) = d(y, )
Dette kan indses, idet
277 = 27¥| = |27V — 277
1.1.3 M3 d(z,y) <d(z,z) +d(z,y) (Trekantsuligheden)

Jeg betragter venstre side af uligheden (for vilkarlige x,y, 2 € N), mens jeg husker,
at | - | opfylder trekantsuligheden

d(z,y) = 277 =277
=277 -2 74277 27|
<1277 =27+ |27% =27 =d(=,2) +d(z,9)



1.2 En fglge i N

Jeg betragter folgen (z,)nen givet ved z, = n?. Jeg vil vise, at folgen (x,,)nen er
en Cauchyfolge i (N, d), altsa

Ve >0dN € N:n,m > N = d(z,,z,) <€
Afstanden mellem vilkérlige z,, og z,, i folgen kan vuderes
A(Tn, ) = |27 — 2 0m| = 277" —2 ™| < 2" y o’
Idet limy_00 27%° = 0, har jeg

Ve>0INeEN : k>N =27 <
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Ve >0dN €N : n,m > N = d(z,, ) §2_"2+2_m2 <35+
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Fglgen er Cauchy.
Jeg betragter betingelsen for, at (x,,)nen er konvergent med graenseveerdi a € N

Ve>0IN€N:n>N =d(zn,a)=|2" -2 <e (1)

Idet lim,,_yoo 2~ = 0 har jeg
Ve>0INeN:n>N=[2" —0|<e
Derfor kan det ses, at det a € N, der opfylder, at 272 = 0, er det a som opfylder (1).
Men et saddant a € N findes ikke, og folgen (z,)nen kan derfor ikke veere konvergent.
1.3 Kugler i (N,d)
Jeg lader € N, > 0 og den abne kugle med centrum z og radius r vaere givet ved
K(z,r) ={y e N|d(z,y) <r}
Jeg vil vise, at der for alle z € N gelder
K(z,2” @) = {2}

altsa
Vy € N\ {z} : d(z,y) > 2 “+Y
Der galder for z,y € N hvor z # y, at

dlz,y) _ 277 =277

9—(z+1) 9—(z+1)
_ 27% 27V
2—(w+1)

_ ‘27z+(z+1) _ 27y+(z+1)‘
= -2
For z,y € N og * # y kan 2°~¥*! antage veerdier i mangden
{...,272,271 2022 23}
hvilket medfgrer
|2—277¥H > 2-1|=1

A
d(z,y) > 2~



1.4 Vilkarlige delmaengder A C N er dbne mht. d
Idet jeg har for alle z i N, at

K(z,27@*) = {x}

sa er alle {z} i N abne maengder, idet alle abne kugler er abne.
En vilkarlig delmaengde A af N har formen

a=Uta)

TzEA

Idet alle {x} er abne, giver Seetning 2.6 mig at A er aben.

Alternativt kan man sige, at (N, d) er skvivalent med (N, d), hvor d er den diskrete
metrik, idet N er en diskret maengde’.

Alle delmaengder under den diskrete metrik er abne, og akvivalente metrikker
fastleegger samme system af dbnede maengder, sa derfor ma alle delmaengder af
N under d ma ogsa vaere abne.

IDet er blevet afslgret ved en gvelsestime



