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1 Hilbertrum

Jeg lader H veere et uendeligtdimensionalt Hilbertrum, og (e,),,cy véere en ortonor-
malbasis. Ved

X = span{ea,|n € N}
Y = span{es,_1|n € N}

defineres to afsluttede underrum af H.

1.1 En vektori H

Jeg vil vise, at
oo
_3
T = E n- ‘e,
n=1

er en vektor i H, altsa vise at rackken er konvergent i H.
3 .
Jeg har, at (n~%e,),en er et ortogonalt saet, idet

VnmeN:n#m= <n_%en,m_%mn> = (nm)_% (en,em) =0
Saetning 1.10 giver mig nu, at x konvergerer i H, altsa ¢ € H hvis
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idet ||en|| =1 for alle n.
Jeg kan benytte Integralkriteriet til at afggre om raekken (2) er konvergent, idet
raekken klart er positiv og aftagende. Jeg betragter

/ n"2dn=2< 0o
1

hvilket giver, at (2) er konvergent, og (1) dermed er opfyldt. Jeg kan nu slutte, at
x € H.



1.2 Projektion af x pa X

Projektionen af z pa X er givet ved
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u = Z <$562n> €an
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§ 1 4ez;62n €an = § § <z 4ei562n>e2n
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= E E i % (e, ean) €2n = E (2n) % (e2n, €2n) €20
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Tredje lighedstegn gaelder idet (-,-) : H — C er kontinuert, og ved det femte lig-
hedstegn har jeg benyttet, at kun diagonalleddene svarende til i = 2n bidrager til
summen pa grund af ortogonalitetsantagelsen.

1.3 XCvYt&ycCcxt

Jeg vil vise, at X CY' og Y C X*. For vilkdrlige z € X og y € Y, geelder der for
passende A, Ay ..., € C at

0o 00
2
T = E A2n€2n E |)\2n| <o
n=1 n=1

oo o0
Y= Z)\2n—162n—1 Z |)\2n—1|2 <0
n=1 n=1
Jeg har nu
o oo
V(z,y) X xY: <Z A2n€2n, Z )\2m—1€2m—1>
n=1 m=1
o0 (o]
= Z )\2n)\2m—1 <e2na e2m—1) =0
n=1m=1

Det sidste lighedtegn kommer idet Vn,m € N: 2n # 2m — 1.
Jeg har nu
VzeXVyeY):zly=>XCYtAay Ccxt
1.4 z=h+k
Jeg vil ggre rede for at enhver vektor x € H kan skrives entydigt pa formen
z=h+k
hvorhe X ogk €Y.

1.4.1 =z = h+ k eksisterer for alle z € H

Jeg betragter en vilkarlig vektor z € H, den opfylder for en passende folge (¢,)5;,
hvor v; € C for alle i € N, at

o0 o0
2= tnen Y |¥al* <0
n=1 n=1



Jeg kan finde projektionen af z pa X analogt med 1.2

h="" tameon
n=1

og ligeledes projektionen af x pa y

oo
k= E ¢2n—1€2n—1
n=1

Betragter nu h + k
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(Z ¢2n62n> + (Z ¢2n—162n—1> = Z (Y2ne2n + Yan—1€2n-1)
n=1 n=1
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Fremstillingen & = h + k findes altsa
1.4.2 Entydighed af xt = h + k for alle x € H
Idet X CY' & Y C X+ har jeg
(Vhe X\{0}VEecY\{0}): h #—k
Dette geelder, idet

VieXnNY:leXnXt=|lP=1)=0c1=0

Jeg antager nu, at jeg har to fremstillinger af et x € H, saledes at

r=h+k
x=h+k

hvor h,h' € X og k, k' € Y, og hvor
hW#h N K #Ek
Betragter z — x
O=z—z=(h+k)— (W +Ek)=(Mh-n)+(k-F) (3)
Jeg har, at

h—hW+#0 = h-heX\{0}
k—k#0 = k—k eV\{0}
hvilket giver mig, at h — h' # —(k — k') hvilket er i modstrid med (3), fremstilligen

x = h + k kan ikke veere tvetydig.
Jeg konkluderer derfor, at fremstillingen z = h + k er entydig.



1.5 X=Y"&YV=X"
Jeg betragter en vilkarlig vektor v € Y+ C H. Den opfylder

VyeY :(y,v)=0

Hvilket giver at projektionen af v pd Y er

o

Z (v,e2n—1)€2n-1=0

n=1

idet jeg har es,—; € Y for alle n € N og der dermed galder, at (v,ea,—1) = 0 for
allen € N.
Jeg har fra 1.4.1, at v kan skrives saledes

v = projy (v) + projy (v)
= projx(v) +0
= projx(v) € X

Analogt kan jeg skrive ethvert w € X+ som

w = projx (w) + projy (w)
= 0+ projy (w)
= projy(w) €Y

Dette betyder, at X DY+ & Y D X, hvilket sammenholdt med 1.3 giver

X=Y+ A Yv=Xxt



