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Opgave 4(i)

Lad M = [0,1] x [0,1] veere et metrisk delrum af R? med normen

(@, y)loo = max{l|z, |y[}.

T(z,y) = (e%zy,cos (%))

definerer en Lipschitz-afbildning T' : M — M med Lipschitz-konstant C' < 1.
Det skal vises, at ligningssystemet

Det oplyses, at

{ e W =g
cos (242) =y
har praecis en lgsning (a,b) € M.

Lad d vere den af normen || - ||o, inducerede metrik.Da R? er fuldsteendigt,
og da M er en afsluttet delmaengde af R?, giver satning 5.3, at (M,d) er
fuldsteendigt.

Da T er en kontraktion af M, giver setning 7.8, at T har praecis et fixpunkt
i M, dvs. pracis et punkt (a,b) € M, si

hvilket viser det gnskede.

Opgave 4(ii)

Det oplyses, at for alle s,t € [0,1] gaelder

| cos(s) — cos(t)| < (sinl)|s — ¢
le™® —e™ < |s —t.



Det skal vises, at C' = max{3,sin1}.
Lad (z1,y1), (x2,y2) € M vere givet. Der fas

d(T(z1,91), T(22,y2)) = ||T(z1,y1) — T (22, 92)||

T+ T2 + Y2
,cos( 5 ) cos( 5 )‘

,(sinl)‘x1+y1 -ty
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1 sin1
max Z|$lyl — Za¥al, lel +y1 — 22 — 2|

1 sinl
max Z|$1Z/1 — Tay1 — Tay2 + Toy1|, T(|$1 — x|+ |y —y2) p <
1 sin 1
max  2|(z1 —22)y1 + 22(y1 — y2)l, ——2max{(Jer — z2, [y1 — yo}
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1 .
max{zﬂxl — @alys + @alys — o), sin 1 - max{ (a2 — @al, Iy — yel}
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1 .
max { 301 = 22l + o = g sin 1 a1,0) = 2,90 o

1 .
maX{ZZmaXﬂﬂh — 2|, |y1 — 2|}, sin1 - d((z1,91), (x2,72))

1
e 2Go1,00) = (22,00) o s - (o1, ), o, 10)
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e { %d((mhyl)a (1'27 y2))7 sinl - d((ml’ yl)’ (xz’yZ))

max{g,sinl} A1, 1), (@2,9)),

som gnsket. Den femte ulighed fglger af, at 0 < zo,9y; < 1.



