Opgave 4.1 i Metriske Rum

Gunnar Restorff

Setning 1 (Setning 4.3 ¢ MR) Lad (M,d) vere det metriske produktrum af (My,dy) o9 (Ma,ds).
Sa gelder

(a) For Gy € G(M1) og G2 € G(M3) er G1 x G2 € G(M; x My).

(b) For F € ]:(Ml) og F» € f(MQ) er F1 x F5 € .7:(M1 X MQ)

(c) For Ay C My og As C My er (A1 x A2)° = A x AS 0og Ay x Ay = Ay x As.

(d) En folge x, = (X1, %n2),n =1,2,3,... © M1 X My konvergerer mod x = (x1,22), hvis og kun hvis
(Xn1)22, konvergerer mod x1 i My og (zn2)52, konvergerer mod zo i Ms.

Bevis: Som bemarket efter ssetningen i leerebogen, bygger beviset pa fglgende observation.
Lad 2 = (21, 22) € M og r > 0 vaere givne. Da er for y = (y1,42) € M

y € K(z,7) <= max{di(21,¥1),d2(22,92)} = d(z,y) <1 <= di(z1,11) <7 A da(z2,y2) < T
< y1 € Ki(z1,7) A ya € Ka(22,7) <=y € K1(z1,7) X Ka(z2,7).
Altsa er K(z,r) = Kq1(x1,7) X Ka(x2,T).
(c): Lad Ay C My og Ay C My vaere givne. Da er for z = (z1,22) € M
€A XAy 1z1 €A N3 € Ay

< (Vr>0:Ki(z1,7) NA #O) A (Vr > 0: Ka(z2,7) N Ay # ()
L e > 0K (21,7) N Ar # 0 A Ko(2,7) N As # 0)
= Vr>0: (Ki(z1,7) X Ko(za,r)) N (A1 x Ay) # 0
<= Vr>0:K(z,r)N (A1 X A3) #0
<z € AL X As.

Overvej biimplikationen maerket med (x)! Altsd har vi at A; x Ay = A; x A,. Endvidere er

E(Al X Ag)o = E(Al X A2) = (EAl X Mg) U (M1 X [:AQ) = EAl X M2 @] M1 X EAQ
= (T4 x 5) U (W x Thy) = (CAS x Mp) U (My x £A5) = B(45 x 43),

hvor vi har brugt opgave 2.5 i MR, det lige viste, samt at der om vilkarlige By C M;, By C M,
gelder, at 0(By x By) = (CBy x M) U (M; x CBs) (overvej!). Dvs. at vi har vist, at (A; x 42)° =
A7 x A3,

(a) og (b): Fas direkte af (c). Kan alternativt vises nemt ved brug af kontinuiteten af m og
o samt saetning 3.2 og 3.3.

(d): Da projektionsafbildningerne er kontinuerte (se s. 4.3 nederst), folger "kun hvis”-delen
umiddelbart af ssetning 3.1.

Lad z, = (zp1,2n2),n = 1,2,3,... vaere en folge i My x My, siledes at (2,1)52, konvergerer
mod z1 i My og (£n2)52; konvergerer mod z2 i M. Lad endvidere z = (z1,22) € M. Givet
g > 0 findes N1, Ny € N, s Vn > N; : dij(zni,2;) < e for i =1,2. Seet N = max{Ny, N2}, sa er
d(zn,z) = max(di ((n1,21),d2((Tn2,22)) <€ for alle n > N. Da e > 0 var vilkarligt, konvergerer
(2n)$2, altsd mod z i M. O



Setning 2 Lad (M,d) vere det metriske produktrum of (M1,d1) og (Ma,ds), og lad (X,dx) vere et
metrisk rum. Lad f : X — M1 X Ms, og lad w; : My x My — M;, i = 1,2 betgne projektionsafbildningerne
(se s. 4.8).

Da er f kontinuert, hvis og kun hvis fi =m o f og fo = 72 o f begge er kontinuerte.

Bevis: Sammenlign med satning 3.12. Antag fgrst at f er kontinuert. Da 7; og m begge er
kontinuerte (se s. 4.3 nederst), fglger umiddelbart af saetning 3.5, at fi =m0 f og fo =mo f
begge er kontinuerte.

Antag nu istedet, at fi = m o f og fo = w2 o f begge er kontinuerte. Lad z € X og e > 0 vaere
givne. S4 findes d1,d2 > 084 f1(Kx(z,61)) C Ki(fi(2),¢) og fa(Kx(z,82)) C Ka(fa(x),€). Seaet
6= min{él,ég}, sa er

f(Ex(2,8)) = fi(Kx(2,0)) x f2(Kx(2,8)) C Ki(fi(2),e) x Kz(fa(x),€) = K(f(x),¢).

Dae > 0 og x € X var vilkarlige, er f saledes kontinuert. d

Setning 3 Lad (M,d) vere det metriske produktrum af (My,d1) og (Ms,ds). Da er O C My X My dben
i My X M, hvis og kun hvis den er forening af maengder pd formen U xV med U € G(M1),V € G(Ms).

Bevis: Antag at O = J;c; Ui x Vi, hvor U; € G(M,),V; € G(Ms),i € I. Daer U; x V; aben i
M for hvert i € I ifglge setning 4.3(c). Sa det fglger umiddelbart af seetning 2.6(iii), at O er aben
iM.

Antag nu at O C M er aben i M. For hvert z = (x1,22) € O findes et r, > 0 sa = €
Kq(z1,72) X Kao(22,72) = K(2,75) C O. Derfor er (overvej!)

0= U Kl(ml,rm) XKQ(Z'Q,TZ-).
z=(z1,22)€E0
O
Setning 4 Lad (M,d) vere det metriske produktrum af (My,dy) og (Ms,ds). Lad endvidere Ay C M;

0og Ay C My. Sd er L L
6(141 X Az) = (6(A1) X A2) U (A1 X 8(142))

Bevis:

6(141 XA2) :Al XAQ\(Al XAQ)O = (14_1)<z4_2)\(14<1J XAS)

*

= (A1 \ A7) x A2) U (41 x (A2 \ 43)) = (0(A1) x A2) U (A1 x 0(4y)),

—
—

overvej lighedstegnet maerket med (x)! O



