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Instruktortraeffetid: Ordningen fortsztter semesteret ud: Mandag k1. 9-11 i A107 i ulige
uger og tirsdag kl. 15-17 i A106 i lige uger.

Forelaesningerne i uge 45: Her blev resten af §7 om entydighed og eksistens af lgsninger
til differentialligninger gennemgaet med visse overspringelser: Saetning 7.10 og §7.4 er ikke
gennemgaet og er ikke pensum. Sztning 7.9, Definition 7.11, Saetning 7.12 og Lemma 7.13 er
pensum (disse setninger indgar f.eks. i pensum til den skriftlige eksamen), men beviserne for
disse resultater er ikke pensum. Istedet for beviset for Saetning 7.9 blev beviset for “discount
udgaven” Saetning 7.9’ (se de supplerende noter nedenfor) gennemgaet, og dette bevis er
pensum. Der fortsattes med Hilbertrum (§1 i Durhuus’ bog “Hilbert rum”), hvor vi naede
frem til og uden §1.2.

Hovedemner fra sidste uges forelesning: Fgrsteordens differentialligninger (herunder ek-
sempler), lgsninger og maximale lgsninger, omformulering af differentialligningen til en in-
tegralligning, konstruktion af afbildningen 7', globale og lokale Lipschitz betingelser for dif-
ferentialligningen, sammenhaeng mellem lgsninger til differentialligningen og fixpunkter for
T, entydighed og eksistenssatninger (Saetningerne 7.9, 7.9°, 7.12 og Lemma 7.13). Komplekse
vektorrum, indre produktrum (og eksempler), positiv definit sesquelinearform. Paralellogram-
og polariseringsidentiteten (se ogsa Opgave 1 og 2 nedenfor).

Forelsesningerne i uge 46: Der fortszettes i §1 i Hilbertrumbogen, hvor vi nok nar frem til
81.5.

10. obligatoriske hjemmeopgave — afleveres i uge 48: Opgave 2 fra 2AN eksamenen
juni 1999.

Ovelserne i uge 47: Opgave 1.1, 1.2, 1.3, 1.4, 1.5, (1.7), 1.8, (1.10), 1.11, (1.13), Supplerende
Opgave 1 nedenfor, og Opgave 1 fra 2AN eksamenen januar 2000. Regn kun Supplerende Op-
gave 2 til regnegvelserne hvis der er virkelig god tid! Denne opgave er tiltaenkt “hjemmesysleri”
for seerligt interesserede.

Opgaver meerket med ' er sarligt udfordrende. Opgaver i parantes regnes hvis tiden tillader
det.

Besvarelser af gamle eksamensopgaver foreligger ikke fra officiel side, men jeg er villig til
at leegge besvarelser udarbejdet af jer pa nettet (hvis de foreligger i egnet elektronisk format).
Jeg vil fgrst tjekke, at besvarelsen er korrekt!

Opgave 1. Lad (E,(-,)) vare et indre produktrum (over C) med tilhgrende norm ||z|? =
(z,z). Vis at || - || opfylder paralellogramidentiteten

lz +yl? + llz —ylI* = 2llz]* + 2llyl*, @,y € E. ()

Opgave 2f. Lad (E,|| - ||) veere et normeret vektorrum over C, og antag at normen opfylder



paralellogramidentiteten (1) i Opgave 1. Vis at der ved
1 . . . .
(@:y) = 7 (e +yll* +illz +ayll* = lz = yl* —ile —iyl*),  @yekr,

defineres et indre produkt pd E og at (z,z) = ||z||?>. [Vink: Eftervis fgrst identiteterne:
(z,z) = ||z|?, (z,9) = (y,z), og (ix,y) = i(z,y) for alle z,y € E. Vis herefter:

lz + 22 + [ll* = 2llz + 2I|* + 2I|2|?,
lz — 22 + [l2]* = 2llz — 2I|* + 2I|2|,

og benyt dette til at konkludere, at (z,2z) = 2(z, ). Vis nu:

lz +21” +lly + 217 = gllz+y+ 22l + 3llz — %,
lz —2l” +lly = 2I” = sllz+y— 22l + 3llz — %,

og benyt dette (og resultatet ovenfor) til at konkludere, at (z + y, 2) = (z,2) + (y, z) for alle
z,y,z € E. Gor rede for, at afbildningen z — (z,y) er kontinuert for fastholdt y € E, og
benyt dette til at vise, at (Az,y) = A(z,y) for alle A € R (se forst pa A € Q). Vis endelig, at
(Az,y) = A(z,y) for alle z,y € E og alle A € C/]

Supplerende Noter

Beviset for Seetning 7.9 overspringes (og er ikke pensum). Istedet er beviset for nedenstaende
“discount udgave” af Seetning 7.9 pensum:

Szetning 7.9’ Lad I vere et delinterval af R og lad f: I x RE — R* vere en kontinuert
funktion, som opfylder en global Lipschitz betingelse. Lad tyg € I° og o € R* vere givet. Det
folger, at der findes § > 0, saledes at differentialligningen

S =i, wlte) =0, ¥

har en og kun en lgsning @: [ty — d,t0 + 6] — RE (og [to — 0,0 + 6] C I).

Bevis: Vealg forst §; > 0 saledes at K1 = [to — d1,t0 + 01] C I. Da f er antaget at opfylde en
global Lipschitz betingelse findes ¢ < oo saledes at

Vi€ K1 Vr,y € R ¢ ||f(t,2) = f(t,9)]loo < cllz ~ ylloo-

Velg et 6 > 0 som opfylder § < §; og 26c < 1, og s&et K = [tg — d,tp+ 6] C I. Da K C K; vil
f: K x R¥ — R¥ opfylde en global Lipschitz betingelse med samme konstant ¢ som ovenfor.
Bemeerk, at £(K) = (to + 0) — (to — ) = 20.

Lad T: C(K,RF) — C(K,RF) veere som i ligning (2) s. 7.2 (hgrende til vores differential-
ligning (*)). Da har vi

Vo, € C(E,RF) : | T(p) — T() ||l < (26¢)[l0 — lus

ifslge Lemma 7.4. Dvs. T er en (segte) kontraktion (jvf. Definition 7.7). Da C(K,RF) er
fuldsteendig (Seetning 5.8), giver Banach’s Fixpunktsaetning (Seetning 7.8), at T har et og
kun et fixpunkt ¢ € C(K,RF). Dette viser Szetning 7.9’, idet p: K — RF er en lgsning til
differentialligningen (x) hvis og kun hvis T'(¢) = ¢, jvf. Seetning 7.3. O



