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Forelsesningerne i uge 36: §1 i MR om metriske og normerede rum blev gennemgaet;
dog blev Kuglelemma 1.6 og beviset for Seetning 1.11 udskudt til naeste uge.

Hovedemner fra sidste uges forelesning: Definition af metriske og normerede rum.
Bemark at ethvert normeret rum ogsa er et metrisk rum ved fastsattelsen: d(z,y) =
||z — y||. Eksempler pa metriske og normerede rum. Punktfglger i metriske rum (herunder
isser konvergens). Funktionsrummene F (M, R) og B(M,R) (og deres komplekse analoger),
0g sup-normen

[1f[lu = sup{|f(z)| | = € M}
pa B(M,R). Kugler K(a,r) i metriske rum.

Forelsesningerne i uge 37: Her lases §1 faerdigt. Vi fortsaetter med en kort gennemgang
af nogle maengdeoperationer (beskrevet i de supplerende noter nedenfor), og derefter tager
vi fat pa §2.

2. obligatoriske hjemmeopgave — afleveres i uge 39: Vis de fgrste 4 identiteter i
Opgave 2.5 1 MR (dvs. (i) AC B= A° C B°, (ii) AC B = A C B, (iii) (AN B)° =
A°n B, (iv) AUB=AUB.)

@Dvelserne i uge 38: Her regnes opgaverne: 2.1, 2.2, 2.5 (den del, som ikke er omfattet af
hjemmeopgaven), 2.7, og 2.11 i MR. Desuden regnes Opgaven i noterne nedenfor, og der
skal gives et bevis for de Morgan’s 2. regel. Gennemga evt. ogsa Eksempel 1-3 i noterne
nedenfor. Er der mere tid, sa regnes opgave 2.6 (hvis ikke der er tid, sa regnes denne opgave
naste uge).

Opgaver maerket med ' er seerligt udfordrende.



Supplerende Noter: Lidt om msaengdelare.

Hvis A og B er delmaengder af en maengde M, sa kan vi danne AU B (foreningsmangden),
ANB (snitmaengden), A\B (differensmaengden) og (A = M \A (komplementzermangden).
Disse maengder kan formelt defineres saledes:

r€AUB & z€ A eller z € B, (1)
r€ANB & z€A og z € B, (2)
r€A\B & €A og x¢ B, (3)

r€lA & ¢ A (4)

(I det sidste udsagn antages det, at x ligger i M.) Vi kan ogsa danne foreningen og snittet
af uendelig mange delmangder af M. Hvis A;, Ao, ... er en fglge af delmangder af M, sa
defineres

U4an=41u4u40---, [1An=AiNAyNA3N---,
n=1 n=1
ved
acEUAn & dneN:zxe A, (5)
n=1
ze()An & VneN:zeA, (6)
n=1

Mere generelt, hvis I er en vilkarlig maengde, og hvis vi for hvert 7+ € I har en delmangde
A; af M, s siges {A;}ier at veere en familie af delmaengder af M, og U, Ai og [, A
defineres ved

relJA & Jiel:zea, (7)
i€l

re()A & Viel:zeA,;. (8)
i€l

Bemaerk negationerne til (7) og (8):

v¢|JA & Viel:zd A, (9)
r¢()A & Jiel:xgA;. (10)

el



Bevisregler: Lad A og B vere to delmangder af en maengde M. Da galder:
e AC B hvis og kun hvisz € A=z € B for allex € M.
e A=Bhvisogkun hvisz € A<z € B forallex € M.
e Det kan endelig bruges, at A = B hvis og kun hvis A C B og B C A.

Bemaerkning. Lad (4;);cr vaere en familie af delmangder af en maengde M og lad B vaere
en delmaegnde af M. Da galder:

BC ()4 < Viel:BC4A;, |JA C B« Viel:A;CB.

i€l i€l

Eksempel 1. Vi har fglgende to identiteter:

O | —1/n,1+1/n] = [0,1], O [1/n,1—1/n] = ]0,1].

Bevis: Den fgrste pastand kan vises saledes:

xeﬁ | -1/n,1+1/n] ) VneN:z €] —-1/n,1+1/n]

& VneN:—1l/n<zx<14+1/n
& 0<z<1
& ze|0,1].

Overvej biimplikationen maerket med *. Vis selv den anden pastand.

Eksempel 2. For enhver maengde A har vi A ={J,.,{z}. (Overvej selv hvorfor!)

Eksempel 3. Der gelder:
4

0,4\z=JIn-1Ln, R=Jnn+1, 0=(]]0,r[
n=1 neZ r>0
Den mellemste identitet indses ved at bruge Archimedes princip, der implicerer, at der til

ethvert reelt tal = findes et (og kun et) helt tal n sa n < x < n + 1. Den tredje identitet
kan indses ved at antage z € ()., |0, 7[ og derefter sgge en modstrid!



Opgave. Lad (M, d) vere et metrisk rum, og definer for hvert a € M og for hvert r > 0
den [ukkede kugle
K(a,r)={z e M | d(z,a) <7}

(jvf. Opgave 2.71 MR). Vis at
K(a,r)= (] K(as), U Kl(a,s)=K(a,r).

s € Jryo0[ s€10,r[

Sxtning — de Morgan’s regler. For enhver familie (4;);c; af delmaengder af en
mangde M gaelder:

L. E(Uz’EI Ai) = ﬂiel CAs,
2. U(ﬂie] Az) = UiEI EAZ

Bevis: Regel 1 vises nedenfor — beviset for pastand 2 er tilsvarende og overlades til
laeseren.

rel(JA) B aogUa Bvieraga Yvierzela & seN0A.

el el el



