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Forelsesningerne i uge 38: Vi gennemgik §2.3 om @kvivalente metrikker (dog uden
beviset for Szetning 2.15, som overlades til selvstudium). §2.4 er ikke pensum, men kan
laeses af interesserede studerende — dette emne tages op i kurset 3GT. Vi fortsatte i
§3 om kontinuerte afbildninger, hvor jeg naede frem til og med definitionen af Lipschitz
afbildninger. Endvidere blev baggrundsmateriale om billeder og urbilleder gennemgaet (se
de supplerende noter pa denne ugeseddel).

Hovedemner fra sidste uges forelesning: Begreberne akvivalent metrik og topologisk
egenskab (f.eks. at konvergens og kontinuitet er topologiske egenskaber og ikke afhanger
af valget af skvivalent metrik), normerne || - ||1, || |2 0g || - ||cc P2 R™ inducerer akviva-
lente metrikker. Definition og elementaere egenskaber af billede f(A) og urbillede f~(B).
Definition af begrebet kontinuitet. Herunder, at kontinuitet generaliserer det kendte be-
greb fra gymnasiet og Matematik 1. Forskellige aekvivalente formuleringer af kontinuitet:
udtrykt ved fglger (Seetning 3.1), ved abne maengder (Setning 3.2) og ved afsluttede maeng-
der (Satning 3.3). Lipschitz afbildninger, herunder eksempler og det faktum, at Lipschitz
afbildninger alle er kontinuerte.

Forelsesningerne i uge 39: Her laeses §3 faerdigt. Vi fortsaetter i §4.
4. obligatoriske hjemmeopgave — afleveres i uge 41: Supplerende opgave 4.

@Dvelserne i uge 40: Her regnes opgaverne 3.5, 3.9, 4.1 (evt. fraregnet sidste spm. vedr.
randen af A; X As), 4.2, 4.3, og supplerende opgave 1, 2 og 3.

Opgaver maerket med ' er seerligt udfordrende.
Opgave 1 Lad R vere udstyret med den szedvanlige metrik. Betragt delmaengden M' =

{—2} U [0,1[U[2,5] af R, og betragt delmsengden A = {—2}U]1/2,1[ af M’. Bestem det
indre, randen, afslutningen og det ydre af A relativt til M’ og relativt til R.

Opgave 2 Lad M’ vaere som i Opgave 1. Gor rede for, at maengderne {—2}, [0, 1] og [2, 5]
alle clopen (bade abne og afsluttede) relativt til M’.

Opgave 3" Lad M vere et metrisk rum og lad M’ vaere en ikke tom delmzngde af M.
Antag at V' og W' er disjunkte delmaengder af M’, som er abne relativt til M’. Vis at der
findes disjunkte abne delmangder V og W af M saledes at V! =V NM og W' =WnM'.

Opgave 4 Lad X og Y vare metriske rum, oglad f: X —+ Rogg: Y — R vare kontinuerte
funktioner. Vis at funktionen F': X x Y — R givet ved F(z,y) = f(x)g(y) er kontinuert.



Supplerende Noter: Om billeder og urbilleder

Lad X og Y vaere mangder, og lad f: X — Y vare en afbildning. Til enhver delmaengde
A af X defineres billedet

A ={fl@) |z €A} CY, dvs. (yef(A) < TmeA:y=[(x)]
og til enhver delmaengde B af Y defineres urbilledet

FiB)={reX|flx) e BYCX, dvws. (ze€f'(B) < f(x)€ B

(Bemzerk, at notationen for urbilledet ikke skal tages til indteegt for, at den omuvendte
funktion f~! findes.)
Om billede og urbillede galder fglgende regler:

i) A1 CACX = f(A)C f(Ay) CY.
(ii) BLC B, CY = f(By) C f'(By) C X.

(iii) For alle delmaengder A C X og B C Y har vi [A Cf(B) < f(4)C B]

(iv) Hyvis BCY, daer(f(CB) =C(/ 1(B)))

(v) Hvis Z er endnu en maengde, si er [(g o f)7HC) = f‘l(g_l(C))] for alle afbildninger
g9: Y — 7 og alle delmaengder C' af Z.
Den sammensatte afbildning g o f er defineret ved (g o f)(z) = g(f(z)).
Implikationen B C f(A) = f~(B) C A geelder hvis f er injektiv, men ikke generelt,
og implikationen f~'(B) C A = B C f(A) gelder hvis f er surjektiv, men ikke generelt.

Bevis for (iii): “=”. Antag A C f~!(B). Det skal vises, at y € f(A) = y € B. Hvis
y € f(A) da findes © € Asa y = f(z). Nu har vi

r€eA=zr€ f(B)= f(r) e B=yE€ B,

som gnsket.
“<”. Antag f(A) C B. Sa har vi

r€A= f(r) € f(A) = f(x) e B=x € f'(B),
hvilket viser A C f~(B).
Bevis for (iv):z € f !((B) & f(z) eCB& f(z) ¢ B ¢ f1(B) <z el(f1(B).
Bevis for (v): z € (go f)7(C) & (go f)(z) € C & g(f(x)) € C & f(z) € g1(C) &
z € f g H(C))

Vi har ogsa regler for billedet og urbilledet af forenings- og feellesmaengder. I nedenstaende
er {A;}icr en familie af delmzngder af X og {B,};cs er en familie af delmaengder af Y (se
de supplerende noter pa Ugeseddel 2).



) (17 (Uses BY) = Ujes 71(By)

(vii [f {(Nyes Bi) = Nyes I71(B))]

(viit) (£ (User A1) = Uses F(49))
() [/ (Miex A7) € Nier /(A1)

Bemerk, at “C” i (ix) kan veere en segte inklusion (tag f.eks. f(z) = 22, A; = [-2,—1] og
Ay = [1,2]; da er (A1 N Az) = F(B) = 0 mens F(A) 0 F(As) = [1,4] A [1,4] = [1, 4)).

Bevis for (vi) — (ix):

ref{(UB) & f@elUB & Fjel fa)eB; & Fjel xe f(B)

jeJ jeJ
s zelJ (B
jedJ
zef(()B;) & fl@)e()B & VieJ: fz)eB; & VieJ: xze f (B
jeJ jeJ
& ze( (B
jeJ
yef(lJa) & TmelJA:y=1f@) & JiclTwediy= f()
el i€l
& Fiel:yef(A) & yelJf(4)
el
yEf(ﬂAi) = dreX:y=f(z) og:ceﬂAi
el el

& dJreX:y=f(z) og Viel:z e A
= Viel3dz, e A;:y=f(z)
Viel:ye f(A)

ye[)f(4)

el

—~

U

T ¢

Overvej implikationerne maerket med (x) og (*). (Man kan vaelge x; = z for alle ¢ € I nar
man skal vise (#x).) Overvej hvorfor den modsatte implikation i (%) ikke gelder.



