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Nyt forelsesningslokale: Fra og med uge 41 flytter vi om tirsdagen over i Auditorium 4.
Om torsdagen bliver vi i Auditorium 1.

Forelaesningerne i uge 41: Resten af de supplerende noter om de reelle tal blev gen-
nemgaet, og vi fortsatte i §5 om fuldstaendighed. Her gennemgik jeg til og med Saetning 5.11
(beviset for 5.11 naede jeg ikke, men det bliver gennemgaet senere). I Saetning 5.10 omtalte
jeg kun tilfeeldet £ = 1 (men I kan roligt laese det generelle bevis selv). Vi springer over
Seetning 5.12 og 5.13 og §5.3.

Hovedemner fra sidste uges forelesning: Cauchyfglger i metriske rum. Eksempler pa
ikke-konvergente Cauchyfglger. Fortaetningspunkt for en fglge i et metrisk rum, herunder
Seetning 2.6 og Lemma 2.7 i de supplerende noter. Egenskaber for lim sup og lim inf her-
under iseer Saetning 3.4, som siger, at limsupx, er et fortaetningspunkt for fglgen, hvis
limsupx, € R. Bolzano-Weierstrass’ setning. Begrebet fuldsteendighed. Fuldstendighed
af R (Theorem 3.7 i de supplerende noter) og af R*. Szetning 5.3 om fuldsteendighed af
delrum. Eksempel 5.5, som viser, at R kan udstyres med to akvivalente metrikker d (den
seedvanlige) og d' = dist, saledes, at (R, d’) ikke er fuldstendig (mens (R, d) jo er fuld-
steendig). Fuldsteendighed af B(M,R), Cy(M,R), C([a,b],R), C([a,b], RF), alle udstyret
med || - |4, og fuldsteendighed af C'([a, b], R), nar dette rum udstyres med normen || - ||
defineret i Seetning 5.10 (for £ = 1).

De supplerende noter “Om de reelle tal” Revideret version blev uddelt til forelaes-
ningerne. Der ligger et restlager ved semesteropslagstavlen overfor biblioteket, og noterne
kan endvidere downloades fra kursets hjemmeside.

Forelaesningerne i uge 43: Jeg er bortrejst i denne uge og Niels Jakob Laustsen holder
forelaesningerne. Han begynder med at vise Seetning 5.11, og vil derefter gennemga §6. §6.1
er allerede deekket af de supplerende noter om de reelle tal bortset fra den vigtige Saetning
6.6, som vil blive gennemgaet.

6. obligatoriske hjemmeopgave — afleveres i uge 44: Opgave 5.5
7. obligatoriske hjemmeopgave — afleveres i uge 45: Opgave 6.2 spm. (1) og (2).

ODvelserne i uge 43 og 44: Her regnes opgaverne 5.3, 5.4, 5.10, 6.1, 6.3, 6.5, 6.6, 6.7, 6.11
og de fem supplerende opgaver. Regn ogsa spm. (3) og (4) i opgave 6.2.



Projekt i 2AN: Projektet blev uddelt til forelaesningen d. 11/10. Ekstra kopier kan afhen-
tes ved semesteropslagstavlen overfor biblioteket eller downloades fra kursets hjemmeside.
Afleveringsfrist: til din klassetime i uge 46.

Instruktortrzeffetider: Mandag d. 22/10 kl. 9:15-11 i A107, mandag d. 29/10 k1. 11:15-
13 i A104.

Bemandingen vil skifte fra uge til uge. 2AN studerende kan her mgde op og stille
sporgsmal til opgaver, projekt mm, eller man kan sztte sig for at regne opgaver pa egen
hand med hjeelp indenfor raekkevidde.

Opgave 1. Afggr hvilke af fglgende rum er fuldstzendige:
(i) Z x R (udstyret med || - ||o0)-
(ii)) Q x R (udstyret med || - ||oo)-

(iii) {(z,y) € R? |z >0 og y > 1/x} (udstyret med || - ||oo)-
)

(iv) Maengden af kontinuerte funktioner f: [0,27] — R, som opfylder f(0) = 0 (udstyret
med || - [|u).

(v) Maengden af kontinuerte funktioner f: [0,27] — R, som er differentiable i punktet

t =7 (udstyret med || - ||.)-

Opgave 2. Lad F vare et vektorrum, og lad || - ||; og || - || veere to sekvivalente normer
pa E. Vis at der geelder:

(E,|| - |l1) er fuldstendig <= (E,|| - ||2) er fuldstendig.

(Du bedes altsa om at bevise pastanden fgrst i §5.2.)

Opgave 3. Lad (X, d) og (Y, d) vaere metriske rum og lad f: X — Y vere en kontinuert
afbildning.

(i) Lad (z,)2, veere en Cauchyfglge i X. Kan man slutte, at (f(z,))S, er en Cau-
chyfglge 1 Y'?

(ii) Antag at X er fuldstendig. Kan man slutte, at f(X) er fuldsteendig?
Besvar (i) og (ii) nar det antages, at f er en Lipschitz afbildning.

Opgave 4 nedenfor er en “discount-udgave” af Opgave 5.2 v “Metriske Rum” om fuldsten-
diggorelse af metriske rum. Man kan ved hjelp of et mazimalitetsarqument benytte egenskab
(11i) i Opgave 5 til at vise eksistensen af fuldstendiggorelsen, men det er ikke en del af op-
gaven. Opgave 4 og 5 bedes besvaret uden at forudsette eksistens af fuldstendiggorelser.



Opgave 4. Lad (M, d) vaere et metrisk rum og lad (z,)3 ; vaere en ikke-konvergent Cau-
chyfglge i M.

(i) Vis at det for hvert x € M galder, at folgen (d(z,x,))S, er Cauchy og dermed
konvergent i R.

Tag et element a, som ikke ligger i M, og saet M; = M U {a}. Definer d;: M; x M; — R
ved

di(z,y) =d(z,y), di(z,a)=di(a,z)= lim d(z,z,), di(a,a)=0, x,y € M.

n—0o0

(ii) Vis at di(x,a) > 0 for alle z € M. [Vink: Antag di(x,a) = 0 og benyt dette til at
konkludere, at x,, — z for n — 00|

(iii) Vis at d; er en metrik pa M;. [Nar trekantsuligheden skal vises ma du “ngjes” med
at vise fglgende to tilfaelde: d(z,y) < d(z,a) + d(a,y) og d(z,a) < d(z, z) + d(z, a),
hvor z,y,z € M.]

(iv) Vis at z, — a for n — 0o i M;.
(v) Vis at M er tet i M;.

Opgave 4 viser dermed, at enhver Cauchyfglge faktisk er konvergent, hvis vi vel at maerke
har lov til at udvide det givne metriske rum.

I anden af Opgave 4, og for bedre at kunne formulere Opgave 5 nedenfor, er det praktisk
at indfgre fglgende:

Definition Givet et metrisk rum (M, d). Et metrisk rum (M’',d') kaldes en udvidelse af
(M,d), hvis M C M’ og hvis d'(x,y) = d(z,y) for alle x,y € M.

Bemeerk, at det metriske rum M; i Opgave 4 er en udvidelse af det metriske rum M.
Opgave 5. Vis at fglgende tre betingelser for et metrisk rum (M, d) er skvivalente:
(i) M er fuldsteendig.
(ii) For enhver udvidelse M’ af M gelder, at M er en afsluttet delmaengde af M.
(iii) For enhver udvidelse M" af M har vi
M erteti M = M =M.

[Vink: Vis (i) = (ii), (ii) = (iii), og non (i) = non (iii), og benyt Opgave 4 til at vise sidste
implikation.]



