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1. Primtallene.

(1.2) Setup. Etta p kades som bekendt et primtal, hvis p > 2 og p kun har trivielle
divisorer, dvs hvis de eneste (positive) divisoreri p er 1 og p. Deferste primtal er tallene

2,3,5,7,11,13,17,19, 23, 29,31, 37, ... .

Som bekendt gadder:
Saaning (Euklid). Der er uendelig mange primtal.

Bevis. En drejning af det velkendte bevis er fglgende: Betragt den uendelige falge af tal
ai,az, ..., defineret ved ay := 2 og, induktivt, ax = (a1---ar—1) + 1. Djensynlig gadder,

a2<ai<ap <---.Fori <kera; divisori a; — 1, Sa; og ay er primiske. Specielt har
hvert tal a; altsa sine egne primdivisorer. Da der er uendelig mange tal ay, er der uendelig
mange primtal. 0

Korollar. Det k’te primtal py er mindre end eller lig med 227

Bevis. Med notationen i beviset ovenfor er talene az, ..., a; delelige med k forskellige
primtal. Specielt er py < ax. Gjensynlig er, for k > 2,

ar = (a1 ak—2)ak-1+ 1= (ak—1 — Daxr—1+ 1 < akz_l.

Ved induktion felger det let, at a; < 22", 0

Alle primtal p; bortset fradet farste p1 = 2 er ulige. Specielt er afstanden mellem 2 pa
hinanden fglgende primtal px 0g px+1 (for k > 2) atid mindst 2. Primtalstvillinger er par
(pk» pk+1), hvor afstanden er netop 2, fx (3, 5), (5,7), (11, 13), ..., (347,349), ... . Man
ved ikke, om der er uendelig mange primtalstvillinger. Derimod er det klart, at der findes par
(pk» pr+1) med vilkarlig stor afstand. Fx er tallene ! + 2,1 + 3, ..., 1! + [ en sekvens af
[ — 1 pahinanden falgende tal, der alle er sammensatte.

(1.2) Primtalsfunktionen. Med 7 (x) betegnes antallet af primta p < x. Med denne
definition, for alereelleta x, er 7 (x) entrappefunktion, kontinuert frahgjre, og med springet
+1 precisi primtallene. A priori er naturligvis vaadierne r(n) for naturlige tal n de mest
interessante. Af overvejelsernei (1.1) falger:

7(n) > oo forn — oo, log,logon < m(n) < n. (1.2.1)
Uligheden log, log, n < mr(n) medfarer naturligvis Euklid's resultat, dalog, log, n gar mod
oo for n — oo. Men funktionen log, log, n vokser uhyrligt langsomt: Fx, for n = 101,
medfarer uligheden kun, at der er 9 primtal mindre end 101°0. Det faktiske antal primtal

mindre end 101°0 er naturligvis(?) ikke kendt, men det er starre end 10147,
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(1.3) Primtalssstningen. En optadling af primtal giver tabellen [Funktionen A(n) i sidste
sgjleforklaresi (1.12)],

n w(n) n/m(n) A(n)
10! 4 25 -0,2
102 25 40 0,6
103 168 6,0 0,9
10* 1229 81 11
10° 9592 10,4 11
106 78498 12,7 11

107 664579 150 1,1
108 5761455 17,4 1,0
10° 50847534 19,7 1,0
1010 455052512 220 1.0

Multiplikation af » med en faktor 10 svarer altsatil foregelse af n /7 (n) med en konstant,
~ 2,3. Matematikere genkender (genkendte?) naturligvis denne konstant som log 10, og
gadter derfor pa, at n/m (n) kan tilnarmes med logn. Dette resultat er Primtal ssaetningen:
Asymptotisk galder relationen,

7(n) ~ (13.1)

logn ’
i den forstand, at vi for kvotienten mellem venstre- og hgjresiden har

7 (n)

— 1 for n— 0.
n/logn

Akvivalent betyder Primtalssagningen, at for ale givne positive c<1 og C>1 gadder, for
n > 0 (dvsnar n er tilstraskkelig stor), ulighederne,

c <Jr(n)< C

< < . 132
logn n logn ( )
| det felgende giver vi et elementaart bevisfor deto uligheder, for allen > 2:
i w(n) 3
2 < < . (1.3.3)
logn n logn

Primtal ssaeningen blev formodet sidst i 1700-tallet, af Legendre og Gauss (som 15-arig
i 1792), pa basis af tabeller over primtal. Ulighederne (1.3.3) blev vist omkring 1850 af
Chebyshev [1821-1894]. Mere pracist viste Chebyshev, at ulighederne (1.3.2) er opfyldt
med ¢ := 0,89 09 C := 1,11 for n > no. Primtalsssgningen blev farst bevist i 1896 af
Hadamard [1865-1963] og (uafhaangigt) af de laVallée Poussin [1866—1962].



Primtallene 3

Det skal understreges, at Primtal ssegningen, dvs den asymptotiske relation (1.3.1), alene
er et udsagn om forholdet mellem de to funktioner iz (n) og n/ logn; resultatet siger ikke, at
forskellen er lille. Definerese(n) := m(n)/(n/logn) — 1, har vi giensynlig

n(n) —n/logn = e(n)(n/logn), (1.3.49)

og Primtalssagningen er akvivalent med, at ¢(n) — 0 for n — oo. Funktionen n/logn

gar mod uendelig. Primtal ssatningen siger altsa end ikke, at forskellen (dvs venstresiden af

(1.3.4)) er begramset, men snarere, at forskellen gar langsommere mod oo end 2/ logn.
Primtal ssaeningen, altsarelationen (1.3.1), er gjensynlig akvivalent med falgende:

w(n) 1
n logn

For et givet tal n er brgken 7 (n) /n lig med sandsynligheden for, at et tilfaddigt tal p < n
er et primtal. Primtalssaetningen udsiger heuristisk, at denne sandsynlighed, nar » er stor, er
omtrent 1/ logn. Ifglge Chebyshev’'s ulighed (1.3.3) er sandsynligheden i hvert fald mindre
end 3/ logn; specielt gar sandsynligheden mod O for n — oo, saprimtal bliver mere gaddne
udetil hgjre patarakken. Paden anden side er sandsynligheden sterre end % /logn, og den
er atsa ikke forsvindende: sandsynligheden for, at et tilfaddigt tal med 100 decimaler er et
primtal, er af starrel sesordenen,

1/10g10'® ~ 0, 004.

(1.4) Seetning. Forallen > 1ogn/2 <k <ner (}) > k™™®=7®),
Bevis. For binomiakoefficienten har vi udtrykket,

(n)_( n )_n-(n—l)---(k—l—l)
k) \n—k) 1.2.3---(n—k
Blandt faktorerne i tadleren er der 7 (n) — m (k) primtal, og de er ale er starre end k. Da

k > n — k, kan ingen af disse primtal ga op i naavneren. Binomialkoefficienten er derfor
delelig med produktet af disse primtal. Heraf felger pastanden. 0

(1.5) Korollar. Forallen > lern™m < 2%,

Bevis. Uligheden viseslet for n < 3, og den vises ved fuldstaendig induktionfor n > 3. Sad
k:=[(n+ 1)/2]. Specidlter sk < (n +1)/2, 0gn/k < 2,09n/2 < k < n. Af (1.4) og
induktionsantagel sen (og detrivielle vurderinger 7 (n) < n — 2 0g (’,:) < 2 fér vi derfor, at

n]‘[(n) — (n/k)ﬂ(n)kﬂ(n)—ﬂ(k)kﬂ(k) < 271(n) <Z)24k < 2n—22n24(n+1)/2 — 24n’

som gnsket. [Hvor i induktionsskridtet brugtes, at n > 47| I



(1.6) Lemma. For et primtal p og allen > 1 og 0 < k < n galder, at hvis potensen p" er
divisor i binomialkoefficienten (}), si er p” < n.

Bevis. Pastanden vises ved fuldstaandiginduktion efter n. Lad b vaare binomialkoefficienten,

skrevet som brak:
b n\ n-m—1---(n—k+1
T\k) 1-2---k '

Antag, at p” | b. Det skal vises, at p” < n. Det er trivielt for v = 0, sSAvi kan antage, at
v > 0. Specidlter san > k > 1, ogi breken b er mindst én faktor i tedleren delelig med p.

Lad b’ vaareden brak, der fremkommer af brgken b ved at fjerne, fratadler og naevner, alle
faktorer, der ikke er multiplaaf p. Hvisn’p og k' p er de starste multiplaaf p i henholdsvis
tadler og naevner, resterer i naavneren faktorerne 1p, 2p, ..., k' p. Vi har atsa

n'p-n'—=Dp-(n'—2)p---

1p-2p-3p---k'p :
Bade tadler og naevner i brgken b er produkter af k pa hinanden felgende hele tal, og det er
hver p'te faktor, der er delelig med p. | naavneren er der k' faktorer, der er delelige med p,

og defarste p — 1 faktorer ikke delelige med p. Heraf falger, at der i tadlerenaf b er k/ eler
k" + 1 faktorer, der er delelige med p. De resterer i tadleren for b’. Ved at forkorte k’ gange

med p far vi i det ferstetilfadde, at
n/
b = ( k,), 1)
0g i det andet tilfadde, at

r n ot . n'—1 o n (1 .
b—<k,)-(n k)p—< i )np—<k,+1) (k" + 1) p; )

de sidste ligninger er blot trivielle omskrivninger af binomialkoefficienten. | begge tilfadde
er brgken b’ atsaet helttal. DapY | b felger det, at pV | b'.

| det farstetilfad defasderfor af (1), oginduktion, at p¥ < n’,ogsaer p¥ <n’ <n'p < n.

Betragt det andet tilfadde. | de tre udtryk for 5" i (2) forekommer faktorernen’ — k’, n’ og
k' + 1. Mindst én af disse faktorer mavaae primisk med p. Af det tilsvarende udtryk for 5’
felger derfor, at p”—? er divisor i den tilsvarende binomialkoefficient. Ved induktion f@lger
derfor, at p*~1 < n’ (hvisn’ er primisk med p falger det endda, at p¥~1 < n’ — 1). Altsher
p’ < n'p < n, som gnsket. 0

(1.7) Seetning. Forallen > 10g0<k <ner (}) <n™™.

b =

Bevis. Lad p;* - - - p," vaae primoplgsningen af binomialkoefficienten. Af (1.6) falger s, at
p;" < n. Specielter p; < n, ogdermed er r < w(n). Altsaer

(n) = pit-opy <" <™,

hvormed uligheden er eftervist. I
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(1.8) Korollar. Forallen > 2 erm(n)logn > %(IOQZ)n.
Bevis. Da2" =Y, (}), felger det af (1.7), at 2" < (n + Hn™ ™, hvoraf

n.

m(m logn > (log2 - 'OWTJFD)

Brgken pa hgjresiden konvergerer mod O for n — oo, og aftagendeforn > 2. Forn > 7 er
parentesen pahgjresiden altshmindst log2— 3 log 2 = 4 log 2. Specielt gadder den pastéede
ulighedforn > 7. Det er let at se, at den gadder forn = 2, 3, 4, 5, 6. Altsagadder uligheden
foralen > 2. 0

Bevis for ulighederne (1.3.3). Af (1.5) og (1.8) felger, for n > 2, at vi har ulighederne i
(1.3.2) med ¢ = 3log2 0g C = 4log2. Dalog2 = 0,6931. .., har vi specielt (1.3.3). [

(1.9) Konsekvenser. Af Primtalssaaningen falger fx, at
log p,, ~ logn, pn ~nlogn, pp+1~ pn, (2.9.1)
hvor p, det n’te primtal. Af Primtalssagningen falger nemlig ferst, for n — oo, a

nlogpn _  wlp) )
Pn Pn/ 109 pn
og dermed at
Iognlon" = logn + loglog p,, — log p, — O.

Pn

Efter division med log p,, fas, at

logn n loglog p, N
logp, ~ log py
Da(logx)/x — Ofor x — oo, falger det, at

1.

logn
log px

Hermed er den farsterelationi (1.9.1) bevist.
Af (1) og (2) felger, at

— 1L (2

nlogn logn nlogp,
= . —>
Pn |Og Pn Pn
hvormed den anden relation er bevist. Endelig er

L 3

pnt1 _ nlogn n+ 1 . log(n + 1) . Pn+1
Pn Pn n logn (n+Dlogn+1)°

Pa hgjresiden konvergerer farste og sidste brek mod 1 ifelge (3). De to midterste braker
konvergerer trivielt mod 1. Heraf falger den sidste relationi (1.9.1).



(1.10) Bertrand’s Postulat. Mellem n og 2n ligger altid et primtal.

Akvivalent er pastanden, at 7 (2n) > 7 (n) for allenaturligetal n. Pastanden blev bevist af
Chebyshev, essentielt som falger: Antag, for givneO<c<1<C, at ulighederne (1.3.2) gadder
forn > Ng. Herefter er, forn > Np,

2cn Cn
log2+logn logn -

w(2n) —mw(n) >

Det er klart, at hvis2c > C, ser hgjresiden positiv forn > N1, med et N1 > No. Pastanden
i Bertrand’s postulat gedder altsa for n > Ni. For at vise pastanden for alle n kraeves en
explicit bestemmelse af ¢, C med ¢/C > % og €t tilhgrende No; herefter bestemmes N1 og
Bertrands Postulat er sa bevist for alle n, nar det er eftervist for de endelig mangen < Ni.

Bemagk, at de vaadier af ¢, C, hvormed vi har vist Chebyshev’s uligheder, er utilstraek-
kelige, idet vi her har ¢/C = 5

(1.11). Det er nazligende at sammenligne fordelingen af primtallene med fordelingen af
andre uendelige mamngder af tal. Betragt fx kvadrattallene: g = k2. For funktionen v(n),
der tadler antallet af kvadrattal mindre end eller lig med n, far vi trivielt den asymptotiske

formd,
v(n) ~ /n;

sammenligning med (1.3.1) viser, at kvadrattal er ,meget mere gaddne' end primtal. Der
er som bekendt sa fa kvadrattal, at raskken >~ 1/¢, hvor der summeres over kvadrattal, er
konvergent (summen er som bekendt 772/6). For primtallene gadder modsagningsvis det
efterfalgende resultat, der skyldes Euler (1737):

Satning. Rakken »  1/p, over primtal p, er divergent.
Bevis. | beviset bruger vi felgende vurderingfor 0 < x < 1:

_Z_x

n>1 n>2

Iog

(1-x)%

Betragt nu for et naturligt tal N produktet, over primtal p < N

1
H 1-1/p°

PN

Faktoren svarende til p er summen Y, 1/p’; nér disse summer multipliceres fremkommer
summen af alle brgker 1/n, hvor n har en primoplgsning med primfaktorer, der alle er hgjst
N. Heri indgar specielt alle brgker 1/n, hvor n < N. Vi har altsavurderingen,

> <l 1 -

n<N
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Ved brug af uligheden ovenfor, for x := 1/p, far vi derfor uligheden,

gy > Z( 1)2)

n<N PN

For N — oo gar venstresiden mod uendelig, fordi den harmoniske rackke er divergent.
P& hgjresiden er rakken Y~ 1/(p — 1)? konvergent, fordi reekken ) 1/k* er konvergent.
Falgeligmarakken Y 1/ p vagre divergent. i

(1.22) Andreapproksimationer. Primtal sssgningen kan formuleresved hjadp af funktionen
A(x) defineret ved fe@lgende ligning:

Herefterer (x/logx)/m(x) = 1—A(x)/logx. Primtal ssastningen udsiger alts3, at kvotienten
A(x)/logx — Oforx — oo eller —akvivaent —med den sakaldte lille-o-notation, at

A(x) = o(logx).

Funktionen A (x) er differensen A(x) = logx —x /7 (x). Densvaadier for deferste 10 poten-
ser af 10 kan altsalet fasaf tabelleni (1.3), idetlog 10 = 2, 3026. Det er bemaakel sesvaadigt,
at vaardierneer ganske , tat* pa 1; primtal ssaetningen forudsiger jo ikke engang, at funktionen
A(x) er begramset. Man kan vise, at hvisgramsevaadienlim,_, o, A(x) eksisterer, samaden
vageligmed 1. | lyset af dette resultat kunne man habe, at tilnearmel sen,

n
700~ o 1 (1.12.1)
i en eller anden forstand er , bedre’ en (1.3.1). Som anfart, dvs som et udsagn om forhol det
mellem de to funktioner, er (1.12.1) trivielt akvivalent med (1.3.1).

Som naavnt udsiger Primtal ssegningen heuristisk, for et stort tal n, at sandsynligheden
forat etta p < n er et primtal er lig med 1/logn. Mere pracist ma det forventes, at
et lille" interval af laangde A omkring n indeholder A /logn primtal. [,lille' skal forstas
i betydningen ,lille ssmmenlignet med »n, men stort nok til statistiske betragtninger; fx
n = 1019 A = 150.000.] Forventningen leder til falgende tilnaamelse, fores &et af Gauss,

"odt
7 (n) ) Togr” (1.12.2)
lgen er det let at se, at relationen (1.12.2) er askvivalent med Primtal ssegningen. Funktionen
pa hgjresiden er, bortset fra (addition af) en konstant, logaritme-integralet Li(n).

Riemann [1826-1866] s, at i tallet A/ logn, fortolket som antallet af primtal i et interval
af langde A omkring n, bar ogsa primtal spotenser indga, sdledes at k' te potenser vasgtes med
1/k. | stedet for funktionenz (x) = >, 1 betragtes altsa funktionen,

M(x) = Z Z—n(ﬂ

’<<x



Ved hjadp af Mobius-funktionen 1(n) kan vi omvendt udtrykke oz (x) ved TT(x),

k
)=y %n(%).
k
(Funktionen p(n) har vaadien (—1)" nér n er et produkt af » forskellige primtal, og O ellers.
Specielter £(1) = 1, idet jo 1 er produktet af ingen primtal.) Riemann’s overvejelse leder til

approksimationen I(n) ~ Li(n), og heraf kan formelt udledes, at

— (k)
w(n) ~ Y ——Li(¥/n) = R(n). (1.12.3)

ok
Funktionen R (n) pahgjresiden af (1.12.3) kaldes Riemann’'srakke. | raskkens k'te led gar
faktorenLi( X/n) mod —oo for k — oo, og det er faktisk akvivalent med Primtal sssetningen at
vise, at raskken overhovedet er (betinget) konvergent. Riemann selv betragtede kun raskkens
afsnitssummer. Hvisvi snyder, og tillasggger Li(x) vaadienO0for 1 < x < 2, e R(n) blot en
endelig sum, og den asymptotiske relation (1.12.3) felger let af (1.12.2).

(1.13) Verdens sterstetal. Man kan bevise, at for n > 0 (mere praeist, for n > 17) gadder
uligheden,
n/logn < m(n).
Gauss og Riemann formodede, at der for alle n gadder uligheden,
w(n) < Li(n).

Det skal understreges, at uligheden gadder for alle de n, for hvilke 7 (n) overhovedet er
beregnet. Den sterste (i 1994) beregnede vaardi er i gvrigt

7(10'8) = 24739954287740860.

Skgnt man saledes kan sige, at der er numerisk evidensfor at differensen Li(n) — 7 (n) dtid
er positiv, er detteikketilfaddet: Littlewood vistealeredei 1914, at differensenLi(n) —  (n)
skifter fortegn uendelig mange gange. Beviset er ikke konstruktivt, og angiver ikke en vaardi
no, for hvilken Li(ng) < m(ng). Skewes viste i 1934, under forudssgning af Riemann’s
hypotese (se nedenfor), at et sadant tal findes, med

1034
no < 10107

Hgjresiden er Skewes' tal, ,verdens stgrste tal“. Senere, bl.a. ogsa af Skewes, er der givet
avre graanser for no uden forudsagning af Riemann’s hypotese.

Det antages i amindelighed, at Riemann’s approksimation R(n) er bedre end approksi-
mationerneLi(n) ogn/logn. Antagelsen understgttes numerisk, men som naa/nt ovenfor er
numeriske data det ikke overbevisende. Bemagk, at i approksimationen med det andet led
medtaget,

m(n) ~ Li(n) — % Li(v/n),

er leddet Li(/n) of starrelsesordenen /n/logn. Det er et dybtliggende spargsmal, ogsa
relateret til Riemann’s hypotese, om differensen Li(n) — 7 (n) overhovedet er af denne ster-
rel sesorden.
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(1.14) Riemann’s zeta-funktion. | sine undersggel ser indrog Riemann zeta-funktionen ¢ (s),
defineret ved ragkken,

(=Y~ (1.14.1)
n>1 n

Rackken er en sdkaldt Dirichlet-raskke. Det er ikke svaat at vise, at raskken er absolut kon-
vergent for alle komplekseta s i omradet Re s > 1, og at funktionen ¢ (s) i dette omrade er
holomorf. Dens sammenhaang med primtallene fremgér af Euler’s produktformel,

im (s (2~ 7)) =2 8

o0

hvor p1 < p2 < p3 < --- erfalgen af primtal. Vi har nemlig

(HA-29=>"n" =Y @) =) n",
hvor summen er over tal n > 1, der ikke er delelige med 2. Med samme argument er
(AL -2"A-3) =) 0,
hvor summen nu er over tal n > 1, som hverken er delelige med 2 eller 3. Og generelt er
(@OA—pr) - A=pH =Y a7 =14 07
hvor den sidste sum er over tal n > 1, somikkeer delelige med et af primtallene p1, .. ., Dk -
Det farste af dissetal er pyy1. ldet o ;= Res > 1, far vi vurderingen,

‘Z//nis <

1
2

nZ Pk+1

og her gar hgjresiden mod O for k — oo, darakken > n~? er konvergent. Hermed er (*)
bevist. Det falger, for Res > 1, at ¢(s) # O, at det uendelige produkt [T;2,(1 — p,*) er
konvergent, og at vi har ligningen (hvor p gennemlgber primtallene),

1
c(s) = ]‘[ e (1.14.2)
» p

Etalternativt bevisfor, at ¢ (s) # Ofor Re s > 1fasvedat bemaake, at rakken 2@1 u(n)/n®
er absolut konvergent, og at dens produkt med rakken for ¢(s) giver konstanten 1. Vi har
altsaligningen,

1 _ 3 pln (114.3)

;(S) _n>1 n®

=
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Formelt har vi for logaritmerne,

1
logz(s) = ) —log1—p~) = —p~",
p,m

p

og her er hgjresiden absolut (og majoriseret) konvergent. Ligningen definerer altsa en loga-
ritmetil ¢(s). Herefter er det ikke sveatt at vise ligningen,

o0

log¢(s) = / ()t~ ds, (1.14.4)
0

der viser sammenhaangen mellem Riemann’s ¢-funktion og funktionen IT(x) fra(1.12).

Riemann viste, at ¢-funktionen kan udvidestil en meromorf funktioni hele den komplekse
plan, holomorf bortset fraen pol i s = 1. | halvplanen, hvor Re s > 0, kan den udvidede
funktion bestemmes som falger: For Res > 1 gadder gjensynlig, at

1y B i B 2 B (_1)11—1
(1—-27)¢() = Zn Z Gy = =

n

Rackken pa hgjresiden er betinget konvergent for Res > 0 (det er i hvert fald klart, nar
s er reel), og ligningen ovenfor kan derfor essentielt tages som definition af udvidelsen af
z(s) til halvplanen Res > 0. Bemagk dog, at faktoren 1 — 21=5 p& venstresiden er 0, nér
s =14 2mia/log2meda € Z. For a = 0, dvsfor s = 1, har hgjresiden vaardien log 2, og

(1_ 21—S)—1 — (1 . e(l—s)|092)—l — (IOgZ)_l(S . 1)—1 4,

hvor - - -“ stér for en potensraskkei s — 1. Heraf ses, at ¢ (s) har en simpel pol i s = 1, med
residuet 1.

Endelig beviste Riemann, at den udvidede funktion ¢ (s) tilfredsstiller fagende funktio-
nalligning:

f(l—s) =25 cos%sr(s)g(s), (1.14.5)
hvor I"(s) er gamma-funktionen. De to argumenter, s og 1 — s, i funktionalligningen ligger
symmetrisk omkring punktet s = 3. Specielt, pa linien, hvor Res = 3, er 1 — s det
konjugerede af s.

Af salig interesse er nulpunkterne for ¢(s). For Res > 1 har ¢(s) som naa/nt ingen
nulpunkter, og af faktorerne pa hgjresiden af (1.14.5) er det kun faktoren coss /2, der kan
vage nul, svarendetil s = 3,5,7,.... | omrédet Res < 0 har ¢(s) derfor kun de trivielle
nulpunkter —2, —4, —6, ... . Riemann viste, at Primtal sseningen er akvivalent med, at ¢ (s)
ikke har nulpunkter padetolinier Res = 0og Re s = 1. Det var faktisk ved hjadp af denne
akvivalens, at Primtal sssdningen blev bevist.

Tilbagebliver spargsmal et om eventuel le nulpunkter i denkritiskestrimmel 0 < Res < 1.
Mankanvise, at ¢ (s) har uendelig mange nulpunkter pa, symmetrilinien Re s = % Derimod
har man ikke bevist den bergmte:
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Riemann’s hypotese. Alle nulpunkter s for zeta-funktionen ¢(s) i den kritiske strimmel

0 < Res < 1ligger pa linien, hvor Re s = %

Riemann beviste en eksakt formel for 7 (n). Med brug af funktionen R(n) er formlen
akvivalent med fglgende: For allen > 1 er

7(n) = R(n) — Zp R(n”), (1.14.6)

hvor p gennemlgber nulpunkterne for ¢ (s) i den kritiske strimmel.

Tallet n” er komplekst, n? = ¢?'%9"  og det har som bekendt numerisk vaadi [n?| = n’,
hvor r = Re p. Riemann’s hypotese betyder, at alle tallene n® har numerisk vaardi lig med
nl/2 = /n. Man kani gvrigt vise, at Riemann’s hypotese er akvivalent med relationen,

7 (n) — Li(n) = O(/nlogn), (1.14.7)

hvor , store-O-notationen’ indikerer, at differensen w (n) — Li(n) numerisk er begraanset af
en konstant gange /n logn. Det skal understreges, at de asymptotiske relationer i (1.12) er
akvivalente med Primtal ssatningen. Derimod er Riemann’s hypotese, og altsa (1.14.7), ikke
er bevist.

(1.15) Logaritme-integral og eksponential-integral. | Riemann’s formel (1.14.6) indgar
vaadier af R(w), og dermed af Li(w), ogsa for kompleksetal w (af formen w = n”). Nar
x > 1ogp # 0definerer vi Li(x”) := Ei(plogx), hvor Ei(z) er eksponential-integralet,
defineret for komplekse z # 0 ved udtrykket,

Z t
Ei(z) = / ¢dt +im. (1.15.1)
oo
Nar z er negativ redl eller i den gvrehalvplan, er kurveintegral et langsen kurve, der begynder i
—oo (ogenderi z), og somikkekommer i den nedrehalvplan. For reellepositive z kan kurven
forlgbe langs den negative reelle akse, cirkle rundt om O i den gvre halvplan, og fortssdte
langs den positive halvakse. For punkter i den nedre halvplan forudsadtes, at kurven krydser
den reelle akse pa den positive del; alternativt kan der integreres langs en kurve i den nedre
halvplan, idet konstanten i = sa skal erstattes af —i.

Funktionen Ei(z) er holomorf i C opskéret langs den negative reelle akse; vaadierne for
negativereellez er graamsevazdier for vaadiernei den gvrehalvplan. Kurveintegral et definerer
en funktion, der lokalt er holomorf med den afledede e*/z = 1/z + Zm>1zm_l/m!. Med
en konstant y har vi har altsaligningen,

Ei(z) =y +logz+ » "/(mm!) (1.15.2)

m=1

(ogsanar z er negativ redl, hvor vi sadterlog z := log|z|+ix). Djensynliger y gramsevaadien
forz — Oaf Ei(z) — logz. Nar u er positiv reel, er

. —U ol dt ® el dt Ldt
E|(—u)—log(—u):/ . —log|u| = —/ + —,

00 ! u !
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hvoraf

/1 (1— e Ndt /00 e ! dt
y=| ——— :
0 t 1 t

At y faktisk er Euler’s konstant falger af udregningerne,

1 1 o "1
1+-+4+---+——logn = du — —dt
2 n 0 1—u 1

t
"1—(1—t/n)" "1 Y1-@—1/n" "(L—t/n)"
:/ (d=1/n) dt—/ —dt:/ d=t/m) dt — ﬂdt;

0 4 11 0 t 1 t

Euler's konstant er gramsevaadien, for n — oo, af venstresiden, og som bekendt er ¢!
graansevaadienaf (1 —¢/n)".

(1.16) Om konvergensaf Riemann’sraskke. Med logaritme-integral et defineret via ekspo-
nential-integralet far vi falgende udtryk for raskken, der definerer R(n):

k) _.
R(e%) = Z % Ei(z/k).
k

Indsa, i raskken pa hgjresiden, udtrykket (1.15.2) for Ei(z/k), og brug at y + log(z/k) =
(y +logz) — logk. Resultatet bliver en sum af trerakker. Deto ferste er raskkerne,

(k) (k)
zk:T(erlogz), og —zk:ngk- (1.16.1)

Man kan vise, at der gadder ligningerne,

pk) —u(k)logk
—— =0, > — =1 (1.16.2)

De to venstresider opstar formelt, nar man sadter s = 11 raskken 1/¢(s) = > u(k)/k* =
1/¢(s) fra(1.14.3) ogi (1/¢(s)) = — > u(k)logk/k*. Da¢(s) har en smpel pol med
residuet 1i s = 1, gadder, fors — 1,a 1/¢(s) — 00g (1/¢(s))’ — 1, og dette kan tages
som en vag indikation for ligningernei (1.16.2), men langtfrasom bevis. Det er ikke sa svaat
at vise, a denfarste ligning i (1.16.2) er akvivalent med primtal ssegningen.

Det falger af ligningerne (1.16.2), at deto rakker i (1.16.1) blot bidrager med konstanten
1til R(e*). Det tredie bidrag har formen,

p(k) "
zk: zm: k kmmm)
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Det er nemt at se, at denne dobbeltraskke er absolut konvergent. Ved ombytning af summati-
onerne bliver den indre sum til rakken ), w()k~"=1 = 1/c(m + 1). Vi har siledes vit,
at rakken R(e*) er (betinget) konvergent, og at vi for summen har udtrykket,

Zm

M=% 2 s Dt

(1.17) Opgaver.

1. Vis, at Mobius-funktionen w(n) kan karakteriseres som den eneste funktion : N — C
som opfylder, at (1) = 1og,forn > 1, at de u(d) =0.

2. Bevisformlenz(n) = Y, (u(k)/k)T1(%/n), hvor I1(n) er definereti (1.12).

3. Vis, a de tre asymptotiske formler, 7 (n) ~ Li(n), I1(n) ~ Li(n), m(n) ~ R(n), dle
er akvivalente med Primtalssagningen. Her fortolker vi R(n) som den (endelige) sum der
fremkommer af hgjresideni (1.12.3), nér logaritme-integralet satestil 0 for 1 < x < 2.

4. Tegn pa millimeterpapir graferne for funktionerne 3007 (x) og 300v(x) paintervallet
0 < x < N, hvor N := 10130, idet interval-endepunkterne pa x-aksen anbringes med en
afstand pa 10 cm. Du ma gerne antage, at 7 (x) = x/logx for x > 2, og du ma gerne tegne
med en blyant, hvis spids er ca Imm tyk. Men du skal kunne forsvare din tegning. [Vink:
300 ~ log 10120 ]

5. Vis at (3,5, 7) er det eneste sad primtalstrillinger.

6. Bestem, med A(n) fra (1.12), A(10'®) med 2 decimaler. Vaxdien 7 (108) er givet i
(1.13).

7. Fermat-primtallene er (ulige) primtal af formen p = 2€ + 1. Vis, at hvis 2¥ 4+ 1 (med
k > 0) er et primtal, sder k ngdvendigvisen potensaf 2. Fermat-primtalleneer altsaaf formen
F, =2% +1. Deforste5 Fermat-primtaler Fp =3, F1 =22 +1=5F, =24+ 1=17,
F3 =28+ 1 =257, 09 F4 = 216 + 1 = 65.537. Man kender ikke andre Fermat-primtal.
Euler beviste, at 641 gér opi Fs: Deterletatse, a 641 =5-2’ +1 = 5%+ 2%, Modulo 641
gadder derfor, at

220408 = 5. 2 =—(—D*=-1, dAtAer F5=2%+1=0 (mod 641).

8. Mersenne-primtallene er primtal af formen p =29 — 1. Vis, athvisM, = 27 — 1l er et
primtal, sder g et primtal.

9. Vis, at et ligetal n er perfekt, dvs lig med summen af sine aggte divisorer (incl. 1), hvis
(ifglge Euklid) og kun hvis (ifelge Euler) n = 27-1(27 — 1), hvor 29 — 1 er et primtal.

10. Check lige, at definitioneni (1.15), Li(x) = Ei(logx), harmonerer med, at logaritme-
integralet er en stamfunktiontil 1/logx, jfr (1.12.2).

11. Vis, at rekkerne (1.14.1) og (1.14.3) er ,,hinandens reciprokke".

12. Visligningen (1.14.5). [Vink: funktionen IT(x) i (1.12) er givet ved

1
M@ =) = 1pm,o0(),
p,m
hvor 1;(x) betegner den karakteristiske funktion for intervallet 1.]
13. Det er vel klart, at eksponential-integralet Ei(x) er redlt, nér x er reel og positiv? Og at

Ei(x) = limeo(/ "2 + [F)e'ttdr.
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2. Gruppen af primiske restklasser.

(2.1) Setup. | det falgende betegner n et naturligt tal starre end 1. Den additive gruppe
af restklasser modulo n betegnes Z/n, og den multiplikative gruppe af primiske restklasser
modulo n betegnes (Z/n)*. Gruppen Z/n er en additiv udgave af den cykliske gruppe af
orden n. Gruppen (Z/n)* har orden ¢(n), hvor ¢(n) er Euler’'s ¢-funktion, dvs ¢(n) er
antallet af tal a med 0 < a <nog(a,n) = 1.

For en endelig gruppe G findes eksponenter I > 1 séledes, at g/ = 1for dleg € G.
Mere praist betyder ligningen g/ = 1, at [ er et multiplum af ordenen af g. Ligningen
g! = 1 eratshopfyldt for ale g, hvisog kun hvis! er et multiplum af alle elementordener.
Heraf ses, mere pracist, at den mindste mulige eksponent / er det mindste fadles multiplum
af elementordenerne. Denne mindste eksponent kal des ogsa gruppens eksponent. Det falger
af Lagrange's Indexsaning, at g!¢! = 1for aleg € G. Ordenen |G| er altsh et multiplum
af eksponenten.

Det er velkendt (men ikke helt trivielt), at for en endelig kommutativ gruppe er enhver
elementorden divisor i den maksimale elementorden. Med andre ord: eksponenten for en
kommutativ gruppe er netop den maksimale elementorden.

Med A(n) betegnes eksponenten for gruppen (Z/n)*, dvsdet mindste positivetal / siledes,
ata' =1 (mod n) for aleta a primiske med n. Det falger af det foregéende, at A(n) er
divisori ¢(n).

Fraen primoplgsning af n:

n=pyp,

fas, ved brug af Den kinesiske Restklassesagning, isomorfier,
Z/n—>1Z/py* x - X L/p)r,  (Z/n)* > (Z/p")* x --- x (Z/p)")".
Af den sidste isomorfi falger, at

o(n) = (p) - o(pr).

For et primtal p harvi ¢(p) = p—1,idetdletda =1, ..., p — lerprimiskemed p. Mere
generdlt, for en primtalspotens p" har vi

o(p*) = (p—Dp" L

Ettal @ er nemlig primisk med p", netop nar p ikkegaropia. Afdep’taamed0 < a < p*
er det altshde p*~! tal af formena = bp for 0 < b < p~1, der ikke er primiske med p.
Antallet af resterende, dvs p¥ — p'~1, er dtsd antalet p(pV).

(2.2) Stning. Den multiplikative gruppe (Z/p")*, af primiske restklasser modulo en ulige
primtalspotens, er cyklisk.

Bevis. For v = 1 er pastanden velkendt: Restklasseringen Z/p er et legeme, saadvanligvis
betegnet F,, med p elementer, og gruppen (Z/p)* er den multiplikative gruppe bestadende

15
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af elementerneforskelligefraOi dettelegeme. Lad [ := A(p) vaare eksponenten for gruppen
F*. Specielt er s/ divisor i gruppens orden p — 1. Polynomiet X’ — 11 F,[X] har hvert af
de p — 1 elementer i IF} somrod, saforgradenharvil > p — 1. Derforerl = p — 1. Tallet
p — 1 er dtsa den maksimale elementorden, s der findesi ¥ et element af orden p — 1.
Altsaer B cyklisk.

Antag nu, at v > 2. Betragt ringhomomorfien,

Z/p" — Z]p,

der afbilder restklassen af @ modulo p¥ pa restklasen af @ modulo p. Ringhomomorfien
inducerer er gruppehomomorfi mellem grupperne af invertible elementer. Vi far altsa en
induceret homomorfi,

(Z]p")* — (Z/p)*.

Denne homomorfi er surjektiv, thi nér a er primisk med p (og dermed med p) vil restklassen
af @ modulo p pa hgjresiden komme frarestklassen af @ modulo pV pavenstresiden. Lad U
vage kernen for homomorfien. Gruppen (Z/ p¥)* har orden (p — 1) p”~1, og billedgruppen
har orden p — 1. Af Lagrange’s Indexsagning falger derfor, at U har orden p”~1,

Det pastas farst, at der findes en restklasse z i (Z/p")* af orden p — 1. Vadg hertil et tal
a, hvis restklasse modulo p frembringer gruppen (Z/p)*, dvs hvis restklasse modulo p har
orden p — 1. Restklassen w := [«], a a modulo pV, har dai gruppen (Z/p")* en orden, der
er et multiplum af p — 1 og divisor i gruppens orden, dvsi (p — 1) p*~1. Ordenen af w er
derfor (p — 1)p*, med 0 < u < v — 1. Det falger, at restklassen z := w?" har orden p — 1.

Herefter er det nok at vise, at U er cyklisk, atsa at der findes et element u € U af orden
p'~1. Med et sdant element har nemlig z og u primiske ordener, og produktet zu har derfor
orden (p — 1) p"~1. Produktet zu er alts en frembringer for (Z/p¥)*.

Eksistensen af u er Klar, hvisv = 2, idet U sa har orden p, og derfor er cyklisk. | det
amindeligetilfadde v > 2 viser vi, mere pragist, at restklassen u := [1+ p] i U er brugbar.

Farst bemaakes, at for © > 1 og ale k gadder kongruensen,

A+kp)?" " =1+kp*  (mod pHth. (*)

Kongruensen er nemlig en lighed for « = 1. Antag, induktivt, at (*) er opfyldt for et © > 1.
Venstresiden har altsaformen 1+ a, hvor a = kp* (mod p*+1). Af binomiaformlenfar vi
en ligning,

A+kp)” = A+a)” =1+ pa+ (ha’+ - +a’.

P& hgjresiden er pa = kp*t1 (mod p#t+2). De efterfgigende led pa hgjresiden er enten
delelige med pa? eller med a2 (her udnyttes, at p > 3); da p* | a, er leddet i beggetilfadde
altsadeleligt med p“*2. Falgelig gadder (*) for u + 1.

Betragt nu restklassen u := [1 4 p] modulo p”. Den tilhgrer gruppen U, som har orden
p'~1. Ordenen af u er dtsadivisori p*~1. Af (*),medk := 1log u := v — 1, fremgar, at
ordenen af u ikke kan vaae en aagte divisor i p*~1. Derfor er ordenen lig med p¥~1. Altsi
er u brugbar. 0
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(2.3) Bemarkning. Gruppen (Z/2")* har orden 2°~1. For v = 1 har vi (Z/2)* = {1},
atsaden trivielle gruppe. For v = 2 har vi (Z/4)* = {41}, som er den cykliske gruppe af
orden 2. For v = 3 har vi gruppen (Z/8)*, med de fire restklasser +1 og +3. For hver af
defire restklasser a har vi giensynlig a® = 1. Gruppen (Z/8)* er altsa Klein's Vier-gruppe
Co x Cp, og specielt er denikkecyklisk. For v > 3 har vi, somi beviset for (2.2), en surjektiv
homomorfi,

(Z)2")* — (Z/8)*.

Dahgjresiden ikke er cyklisk, kan venstresiden heller ikke vaare cyklisk.
Tilsvarende kan vi betragte den surjektive homomorfi,

(Z)2°)" — (Z/%*".

Lad U vaaekernen. Billedgruppen har orden 2, sAU har orden 2°~2. Somi beviset for (2.2)
vises, for alle © > 1, kongruensen,

A+827" =14 2¢+1  (mod 2¢+2), *)

@jensynligligger restklassen[5] i U, og restklassensorden er derfor divisor i 2V—2. Af kongru-
ensen, for 1= v — 2, falger, at restklassens orden ikkeer divisor i 2V~2. Restklassens orden
er derfor 2V—2. Gruppen U er derfor cyklisk, frembragt af [5]. Restklassen —1 frembringer
den cykliske undergruppe {£1} af orden 2. @jensynlig er —1 ikkei U, sa fadlesmamgden
U N {£1} bestar kun af 1. Da ordenen af (Z/2")* er produktet af ordenerne af U og {41}
fas:

Gruppen (Z/2")*, for v > 3, er produktet af undergruppen {£1} og undergruppen U
frembragt af [5]:

(1) x U = (Z/2")",

altsd et produkt af cykliske grupper af orden 2 og 2" 2.
(2.4) Definition. Af Fermat'slille Sagtning falger, nér n er et primtal, at

(a,n)=1 = d"1=1 (mod n). (2.4.1)

Akvivaent, udtrykt ved eksponenten af (Z/n)*, betyder betingelsen (2.4.1), at A(n) |n — 1.
Ettal n > 1, der er sammensat og opfylder betingelsen (2.4.1) kaldes et Carmichael-tal.

(2.5) Seetning. Et tal n er et Carmichael-tal, hvis og kun hvisn = p1 - - - p, er et produkt af
(mindst tre) ulige, forskellige primtal p;, som opfylder,at p; — 1| n — 1.

Bevis. Ladn = 2"p;* - -+ p,” veare primoplgsningen af n, hvor primtallene p; er ulige.

Antag farst, at n er et Carmichael-tal. Hvisn er lige, er n — 1 ulige. Betingelsen (2.4.1)
medferer derfor, at ale elementer i (Z/n)* har ulige orden. Gruppens orden, dvs ¢(n), ma
derfor vagre ulige. Af udregningerne af ¢(n) i (2.1) fremgar, at dette kun kan veare tilfad det
for n = 2. Daet Carmichael-tal er sammensat, falger det, at n er ulige.



18 §2

For 1 < v; kan vi betragte den kanoniske homomorfi,
(Z/n)* — (Z/p})*".

Den er surjektiv. I1felgeDen kinesiske Restklassesadning kan vi nemlig, for et givet a primisk
med p;, finde et helt tal x Stledes, atx = a (mod p;") ogx = 1 (mod p;’). Restklassen af
x modulo n er daen primisk restklasse, og den afbildes pa restklassen af « modulo p;* ved
homomorfien.

Dan er et Carmichael-tal, har ale elementer pa homomorfiens venstreside en orden, der
er divisor i n — 1. Falgelig har alle elementer pa hgjresiden en orden, der er divisori n — 1.
Tag 1 ;= 1. Hejresiden er da cyklisk, dvs indeholder et element af orden p; — 1. Altsaer
pi —1divisorin—1. Hvisy; > 2, kunnevi tage u := 2; hgjresidenindeholder s et element
af orden p;, mensaer p; | n — 1i modstrid med at p; | n.

Hermed er vigt, for primoplgsningen af n, at v = 0ogat vy = --- = v, = 1,09 &
pi — 1| n—1. Antdlet, r, af primfaktorer er mindst 2, da et Carmichael-tal er sammensat.
Hvisr = 2, dtsan = p1p2, har vi,

n—1=(p1—Dp2+(p2—1;
dapi —1|n—1falgerdet,at p1 — 1| p2 — 1og (tilsvarende) po — 1| p1 — 1. Derfor er
p1 = p2, enmodstrid. Altsaer r > 3.
Antag omvendt, at betingelserne er opfyldt. Daer

(Z/n)* = (Z/p1)* x --- x (Z/pr)*.
Dap; — 1| n— 1, vil den (n — 1)'te potens af et r-sat pa hgjresiden vaae det neutrae
element i produktgruppen. Felgelig er a”~1 = 1 for ale a pa venstresiden. Altsaer n et
Carmichael-tal. 0

(2.6) Eksempel. Carmichael-tal blev betragtet af Carmichael i 1912. Som vi senere ska se,
spiller tallene en rollei forbindelse med primtalstestning. Det er farst i 1992 blevet bevit, at
der er uendelig mange Carmichael-tal [Alford-Granville-Pomerance].

For et tal med 3 primfaktorer, n = p1p2p3, har vi

n—1=(p1—Dp2p3+ (p2p3—1).
Vi har atsd p1 — 1| n — 1, hvisog kun hvis p1 — 1| p2p3 — 1, og tilsvarende betingel ser
med p2 0g ps.
Betragt et Carmichael-tal af formen 3p1p2, hvor 3 < p1 < p2. Betingelsen for primtallet
3 er dtid opfyldt, da p1p2 — 1 er lige. De gvrige betingelser er

(i) p1—113p2—-1, (i) p2—1|3p1—1.
Daps > p1,falgeraf (ii),a3p1—1= po—1eler3p; —1=2(p2—1). Det forstetilfadde
er udelukket, da p» # 3p1. Altsaer 3p; — 1 = 2(p2 — 1), og dermed,
(iii) 3(p1—1) =2p2 — 4

specielt er p; — 1| 6p2 — 12. At (i) falger, at p1 — 1| 6p2 — 2. Altsder p; — 1|10, 0g da
p1 > 3eretprimta, far vi py = 11. Af (iii) falger nu, at p» = 17. Omvendt er det Klart,
med p1 = 11 0g p2 = 17, at betingelserne (i) og (ii) er opfyldt. Taletn = 3-11-17 = 561
er atsaet Carmichael tal.
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(2.7) Opgaver.

1. Vis, at 561 er det mindste Carmichagel-tal.

2. Vis, at et sammensat tal n > 1 er et Carmichael—tal, hvis og kun hvis der for alle hele tal
a gadder a” = a (mod n).

3. Vis aettaln > 1eretprimtal, hvisog kun hvisder for dlea med 1 < a < n gadder
a"1=1 (mod n).

4. Bestem alle Carmichael-tal af formen 5p1 p».

5. Vis, at (Z/n)* er en 2-gruppe, hvis og kun hvisn = 2"py--- p,, hvor pq, ..., pr €
indbyrdesforskellige Fermat-primtal.

6. Gruppen (Z/11%* er cyklisk af orden 13.310. Vis, at restklassen af 2 er en frembringer.
[Vink: Anvend (2.2)(*) med 1 + kp = 210

7. Lad p veae et ulige primtal, og lad z vaae et helt tal sdledes, at (z mod p), dvs z's
restklasse modulo p, frembringer gruppen (Z/p)*. Betragt de p td,

zi=z+ip for0<i < p;

de har alle den samme restklasse modulo p, men restklasserne (z; mod p?), af z; modulo
p?, er forskellige.

(i) Vis, at af de p restklasser (z; mod p?) er der p — 1, som frembringer den cykliske
gruppe (Z/p?)*.

(i) Vis, at hvisrestklassen (z mod p?) frembringer gruppen (Z/p?)*, savil restklassen
(z mod p") frembringegruppen (Z/p")* for ale v.
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3. Cirkeldelingspolynomier. Endelige legemer.

(3.1) Definition. Lad n vege et naturligt tal. Et element ¢ i et legeme L kaldes en n’te
enhedsrod, hvis¢” = 1 (hvor 1 er et-elementeti L). Akvivalent er ¢ altsaen n’te enhedsrod,
hvis¢ er rodi polynomiet X" — 1. Ligningen ¢" = 1 medfarer gjensynlig, at ¢ ## 0, 0g at ¢
i legemets muliplikative gruppe L* har en orden, der er divisor i n. Hvis ¢ har orden n, dvs
hvis¢” = 1og¢/ # 1forl < j < n, kaldes ¢ en primitiv n’te enhedsrod.

Hvis legemet er de komplekse talslegeme C, har polynomiet X" — 1 netop n redder. Det
er velkendt, at de komplekse n’te enhedsradder er tallene af formen,

= eZria/n  hyor 0<a <n.

Sadtes ¢, = exp2ri/n, er dtsa¢ = ¢,*. De komplekse n'te enhedsradder udger altsa den
cykliske gruppe frembragt af den specielle enhedsrod ¢,,. @jensynlig har ¢, orden n. Heraf
felger, at ¢,* har orden ligmed n/(a, n). Specielt ses, at ¢, har orden n, hvis og kun hvisa
er primisk med n. Antallet af primitive komplekse n’te enhedsradder er atsa p(n), hvor ¢ er
Euler’s o-funktion.

| legemet R er de eneste enhedsradder naturligvis1 og —1 (af ordener 1 og 2).

(3.2) Definition. Polynomiet,

o, =[x -0,
¢
hvor ¢ gennemlgber de ¢ (n) primitive, komplekse n’ te enhedsredder, kaldes det n'te cirkel-
delingspolynomium. Polynomiet ®,, er giensynligt et normeret polynomium af grad ¢(n).

(3.3) Seetning. Cirkeldelingspolynomierne ®,, tilfredsstiller ligningerne,
X" —1=]]®a, (33.1)
d|n
hvor produktet pa hgjresiden er over alle positive divisorerd in.

Bevis. Polynomiet pavenstresiden af ligningen kan faktoriseres:

X"-1=[]x -9,
§

hvor & gennemlgber de n komplekse redder i polynomiet, dvs de n’te enhedsradder. Grup-
peresi produktet faktorerne svarendetil at & har en given orden d, fremkommer polynomiet
®,. Heraf f&s den gnskede formel. 0

Korollar. Cirkeldelingspolynomiet ®,, har koefficienteri 7.
Bevis. Formleni Sagningen kan skrives:
X"—1=®,,, horl,= [] @
dln,d<n

Heraf ses, at @, fremkommer som kvotient, nar polynomiet X" — 1 divideresmed polynomiet
I1,,. Polynomiet IT,, er gjensynlig normeret. Idet Korollarets pastand vises ved fuldstaandig
induktion efter n, kan det antages, at I1,, har hele koefficienter. Heraf falger, at kvotienten
@, ogsahar hele koefficienter. 0
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(3.4) Eksempdl. Gjensynlig er

P1=X—-1 dr=X+1 dg=X>+1,
P3=X>+X+1 og Pg=X>—X+1

Ifelge Seatning (3.3), jfr. beviset for Korollaret, fremkommer ®,, ved at dividere polynomiet
X" — 1 med produktet af ferstegradspolynomierne X — &, hvor & er en n'te enhedsrod af
orden strengt mindre end n. Hvisn = p” er en primtalspotens, sa har en n’te enhedsrod &

orden strengt mindre end 1, netop nér £7" = 1. Falgelig er

xr —1 - r— -
®w::xﬁz—jfzxpl@49+Xpl@‘3+-~+xw "1

Specidlt fas for et primtal p, at
®p=XP 4 XxP2 X 4],
og for potenser af 2:
bor = er_l + 1.

Betragt n = 48. Hvis&*® = 1, og ¢ ikke har orden 48, si har & orden d, hvor d er en axgte
divisor i 48. Enten er altsdd divisor i 24, eller d = 16. Falgdig er

X48_1 _X24—|—1_

= =x%_x811
(X% - 1P X8+1 +

Dyg =

(3.5) Karakteristik. Betragt et vilkarligt legeme L. Denkanoniskeringhomomorfi Z — L er
som bekendt afbildningen k +— k1, der afbilder k paden k' te (additive) potensaf et-elementet

1li L. Fork e Nerdtsa .

——
kl=1+---+1.

Kernen er et ided i Z, altsd af formen Zp, hvor p > 0. Talet p kaldes som bekendt
karakteristikken af L. Karakteristikken kan vage 0, svarende til at homomorfienZ — L er
injektiv; i dettetilfadde kan vi opfatte Z som en delring af L,

Z.— L.
Hvis karakteristikken ikke er 0, ma den som bekendt vage et primtal. | dette tilfadde giver
| somorfisagningen for ringe en naturlig isomorfi mellem kvotienten Z/ p og billedringen. Vi

kan altsa opfatte legemet I, = Z/p (med p elementer) som delring af L,

IE;C—>L.
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Nar karakteristikken er et primtal p, er afbildningen x +— x” en homomorfi af legemet L ind
i Sig selv. Med andre ord gedder faglgende ligninger for x, y € L:

(x+ )P =xP +yP, (xy)P =xPyP, 1P =1. (35.1)

Deto sidste er blot ailmindelige potensregler, den farstefalger ved at anvende binomialform-
len; da p er et primtal, er binomialkoefficienterne (¥) for 0 < i < p delelige med p.

Et polynomium f i Z[X] giver via den kanoniske homomorfi et polynomium i L[X].
| karakteristik O fremkommer det via inklusionen Z[X] — L[X]. | positiv karakteristik
p reduceres farst koefficienternei f modulo p; det reducerede polonomium opfattes sa i
F,[X] € L[X]. Det farer sadvanligvis ikke til misforstaelser, hvis det reducerede polyno-
mium ogsa betegnes med f. | aletilfadde kan vi, for et element € € L, indste & i f, og
specielt undersgge, om & errodi f.

(3.6) Seetning. Lad p veare karakteristikken af legemet L. Da galder, for € L ogn € N,
at ¢ har ordenn i L*, hvis og kun hvis ®,(¢) = 0 og p ikke garop i n.

Bevis. Den sidste betingelse, p 1 n, er naturligvis altid opfyldt, hvis p = 0. Hvis p er et
primtal, og n er ordenen af et element ¢ i L, er den ogsa opfyldt. Antag nemlig, indirekte, at
¢ har ordenn, hvor n = dp. Daer

0=¢"-1=¢"-1=@¢"-D7",

hvor den sidste ligning felger af (3.5.1). Falgelig er ogsa ¢ = 1, i modstrid med at ordenen
n er den mindste positive eksponent med ¢” = 1.

Vi kan altsd, i resten af beviset, antage, at p 1 n. Af (3.3.3) far vi, eventuelt ved at reducere
koefficienterne, falgendeligning i L[ X]:

x"—1=[]ea (*)

d|n

Af (*) falger umiddelbart, at hvis ¢ errodi @, sder ¢ rodi X" —1, altsa¢” = 1, og omvendt,
hvis¢" = 1,saer ¢ rodi et af polynomierne ®, for d | n.

Antag, at ¢ har ordenn. Daer ¢" = 1,09 ¢ er dermed rod i et polynomium @, for d | n.
Specielt er ogsd¢? = 1. Da¢ har orden n, er det udelukket, at d < n. Altsaer ¢ rodi @,,.

Antag omvendt, at ¢ errodi ®,,. Daer ¢* = 1,sa¢’sordenerendivisorein. Dac¢ =1
fas, ved at betragte (*) for n := e, at ¢ mavagerodi et 4, hvor d | e. Antag, indirekte, at
e <n. Daerd < n,og ¢ eradtsarodi to forskellige faktorer pa hgjresiden af (*). Vi far
derfor en ligning X" — 1 = (X — ¢)%g med et polynomium g € L[X]. Ved differentiation
fasligningen,

nX" = (X -0 (20 + (X - 0)g).

Ved indsatelse af ¢ fas ne”~1 = 0, og videre, ved multiplikation med ¢, fasnl = 0, |
modstrid med at karakteristikken p ikke var divisor i n. I
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(3.7) Bemaerkning. Hvis G er en endelig undergruppeaf den multiplikativegruppe L*, saer
G cyklisk. Dette er velkendt (og vi brugtedet i (2.2), hvor vi udnyttede, at den multiplikative
gruppe I er cyklisk). Alternativt kan vi udnytte Saetningen ovenfor.

Lad n vageordenenaf G. Daer £" = 1for dleelementer £ € G. Polynomiet X" — 1 er
normeret af grad n, og det har n forskelligeredder i L, nemligden elementer &1, ...,&,1G.
Altsagadder i L[X] ligningen,

X"=1l=(X-§) - (X—&). (**)

Det skal vises, at et af elementerne&; 1 G har orden n. Hertil bruges Ssgtningen.
Ved differentiation og indsadtelse af £1 i (**) fasligningnen,

ngl = (1 - &) (81— &).

Hgjresiden er forskellig fra0. Altsakan n, som indgar i venstresiden, ikke vagre delelig med
karakteristikken p.

Af (**) og (*) dluttes, at hver faktor @, pa hgjresiden af (*) ma vaze et produkt af visse
af farstegradsfaktorerne X — &; (lige samange som graden af ®,). Specielt ma ®,, vagre et
sadant produkt, og heraf fremgar videre, at @, har en rod &; blandt elementerne &;. Ifelge
Sagningen har &; orden n. Den cykliske undergruppe frembragt af £; har altsaorden n, og &;
maderfor vagre en frembringer for G. Altsaer G cyklisk.

(3.8) Setning. Lad L vere et legeme af karakteristik p, og antag, at p { n. Betragt cirkelsde-
lingspolynomiet ®,, og i L[ X] en irreducibel divisor f, af gradr, i ®,. Da er kvotientringen
K = L[X]/(f) et legeme som indeholder L, og K er et vektorrum af dimension r over L.
Yderligere gaelder, at restklassen ¢ := (X mod f) er et element af ordenn i K, og ethvert
legeme K1, som indeholder L og et element af orden n, vil ogsa indeholde K .

Bevis. Det er velkendt, at kvotienten K omfatter L, og at K herved specielt kan opfattessom
vektorrum over L, og at de r farste potenser af ¢, altsa 1, ¢, ..., ¢" 1, udger en L-basis for
K. Da f erirreducibel, er hovedidealet (/) et maksimalideal i L[ X], og derfor er kvotienten
K etlegeme. Yderligeregadder, at restklassen ¢ errodi f. | L[X], og dermed ogsai K[X],
har vi en ligning ®, = fg. Felgeliger ¢ rodi ®,. Af Sagning (3.6) felger derfor, at ¢ har
orden n.

Antag nu, at K1 er et legeme, der omfatter L som dellegeme og indeholder et element & af
orden n. Sagningens sidste pastand er (lidt mere preecist), at der findes en (ring-)homomorfi
K — K1,sompaL blot er denidentiskeafbildning; en sidan homomorfi mellem legemer ma
som bekendt automatisk vaareinjektiv. Elementet & har orden n, sa den cykliske undergruppe
frembragt af £ bestér af n elementer. Af disse har prasis ¢(n) elementer orden n. Disse
¢(n) elementer mavaaeradder i ®,,. Polynomiet ®, har altsdi K1 prascis sa mange rgdder,
som sin grad, og det kan derfor skrives som produkt af ferstegradspolynomier X — «. Paden
anden side har vi i L[X], og dermed i K1[X], en ligning ®,, = fg. Falgelig kan f skrives
som produkt af farstegradspolynomier i K1[X]. Specielt falger det, at polynomiet f har en
rod ¢1 i K. Herefter er det velkendt, at homomorfien L[ X] — K1, bestemt ved h — h(¢1),
inducerer en homomorfi L[ X]/(f) — K1, Som gnsket. I
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(3.9 Korollar. Under forudsztningerne i (3.8) gaelder i L[ X], at alle irreducible divisorer i
®,, har den samme grad, og at de forekommer med multiplicitet 1 i primoplgsningen af ®,,.

Bevis. Betragt to irreducible divisorer f og f1 i ®,, a grader r og r1, og de tilhgrende
kvotienter K := L[X]/(f) og K1 := L[X]/(f1). Saaning (3.8) giver eninjektiv homomorfi,

K — Kj.

Homomorfien er specielt en linesa afbildning mellem vektorrum over L. Da dimensionerne
er r ogr1 falger det, at r < r1. Af symmetrigrunde gadder derfor r = r1.

| K errestklassen ¢ rodi f og dermedi ®,. Altsahar ¢ orden n. Blandt potenserne af ¢
findesderfor ¢(n), som har orden n, og deer alleradderi ®,. Polynomiet ®,, af grad ¢ (n),
har derfor ingen dobbeltradder. Hvis f indgik med multiplicitet mindst 2 i primopl @sningen
af @, villeroden ¢ i f vaae dobbeltrodi ®,,, i modstrid med det, vi lige har bevist. 0

(3.10) Seetning. Lad L vere et endeligt legeme. Da er karakteristikken af L et primtal p,
og elementantallet q i L er en potens, g = p", af primtallet p. Hvert element i L er rod i
polynomiet X9 — X. Den multiplikative gruppe L* er cyklisk af orden g — 1.

Bevis. Da L kun har endelig mange elementer, kan den kanoniske homomorfi Z — L ikke
vage injektiv. Karakteristikken for L ma derfor vaae et et primtal p. Vi kan altsa opfatte
legemet [, som dellegeme af L. Specielt kan vi opfatte L som vektorrum over [F,, idet
addition af vektorer blot er den givne additioni L og multiplikation af en vektor x € L med
enskalar A € [, C L blot er produktet Ax i L. Dader kun er endelig mange vektorer i dette
vektorrum, har vektorrummet en endelig basis. Vadges en sadan basis, og betegner r antallet
af basisvektorer (r er altsd dimensionen af vektorrummet L), fas som bekendt en bijektiv
forbindelse mellem vektorer x i L og koordinatsagt (A1, ..., A,) i E. Specielterg = p".
Den multiplikative gruppe L* har orden ¢ — 1. For hvert element o # 01i L har vi altsa
a9~ =1, og dermed ogsda? = «. Den sidste ligning er naturligvis ogsa opfyldt for « = 0.
Det er velkendt, at L* er cyklisk, jfr Bemaakning (3.7). I

(3.11) Korollar. Antag, at L er et endeligt legeme med q elementer, og at n er primisk med
q. Betragt i L[ X] en irreducibel divisor f i ®,,. Daer gradenr af f lig med ordenen af q’s
restklasse i (Z/nZ.)*.

Bevis. Somi (3.8) betragteslegemet K := L[X]/(f). Det er et vektorrum over L af dimen-
son r. Det falger specielt, at K indeholder ¢" elementer. Den multiplikative gruppe K * har
atsaordeng” — 1. Restklassen ¢, af X modulo £, eri K* et element af orden n. Derfor ma
n vagedivisor i gruppens orden, dvsdivisor i g” — 1. Modulo n gadder derfor, at ¢" = 1.
Det skal yderligerevises, at r > 1 er den mindste eksponent med denne egenskab. Antag
derfor,fors > 1,atn | ¢° — 1. Da¢" = 1, falger det, at 9 —1 = 1. Heraf falger videre, at
¢4 = ¢, ognufager, under brugat (3.5.1), at «?’ = « foralea € K. Polynomiet X4 — X
har altsaalle de ¢” elementer « i K som rgdder. Specielt er ¢” < ¢°, ogderforer r <s. 10

(3.12) Korollar. For hver primtalspotens g = p" findes et legeme L med q elementer, fx
beskrevet som kvotienten,

K :=E[X]/(f),
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hvor f i ,[X] er en irreducibel divisor i ®,_1. I denne beskrivelse er @kvivalensklassen
¢ = (X mod f) en frembringer for den cykliske gruppe K*. Yderligere galder, at alle
legemer med q elementer er isomorfe.

Bevis. Medn := p” — 1 er det klart, at restklassen af p modulon har ordenr i (Z/n)*. Af
(3.11), med L := E,, falger derfor, at f har grad r. Kvotienten K = F,[X]/(f) er derfor
et legeme med p” = ¢ elementer. Akvivaensklassen ¢ er ifglge konstruktionenrodi f, og
dermed i @,_1. Af (3.6) falger, a ¢ har orden g — 1, altsa at ¢ er en frembringer for den
cykliske gruppe K *.

Lad nu K3 veae et endeligt legeme med ¢ elementer. Den multiplikative gruppe K er
cyklisk af orden g — 1. Derfor findesi K1 et element af orden ¢ — 1. Sagning (3.8), med
L :=T,, givernueninklusion K C K1. Dabeggesider har ¢ elementer, madevageens. [

(3.13)Korollar. Lad p vare et primtal. Da gelder om primoplgsningen af X?" — X i F,[ X],
at faktorerne er samtlige (normerede) irreducible polynomier i F,[ X] af en grad, som gér op
ir, og hver af faktorerne forekommer praecis én gang.

Bevis. Hvis en primfaktor g indgik to gange, ville vi have en ligning X?" — X = g2h, og
ved differentiationvillevi f&
—1=g(2¢'h +gh"),

hvilket er en modstrid, da g ikke kan vaere konstant.
Lad f veae et irreducibelt polynomium i F,[X], og lad s betegne graden af f. Det skal
vises, at
FIXV —X < s|r

Betragt hertil kvotienten K := F,[X]/(f) og akvivalensklassen £ := (X mod f). Daer K
et legeme med p* elementer og & errodi f. Da|K| = p* gadder £¥° = £. Falgeliger f
divisori X?° — X.

Antag, at s | r. Daer p* — 1| p" — 1. Falgdiger X"~ — 1| x?"~1 — 1, og ved
multiplikation med X f&s X”' — X | X?' — X. Davi har set, at f | X?' — X, falger det, at
fl1xr—X.

Antag omvendt, at f | X? — X. Det skal vises, at s | r. Det er klart, hviss = 1, savi
kan antage, at s > 1. Specielter 4 f # X, og falgeliger f | X?'~1 — 1. Heraf falger, at
Pl =1 |detn erordenenaf £ i K*, falgerdet, atn | p" — 1, atsd p” = 1 (mod n).
Pa den anden side har vi i (3.11) bestemt s som ordenen af p i gruppen (Z/n)*. Af p" =1
(mod n) falger derfor, at s | r.

Hermed er det vist, at primfaktorerenei X”" — X netop er de irreducible polynomier af
grads meds | r. 0

(3.14) Eksempel. For at konstruere et legeme Fig med 2* = 16 elementer, og heri en
frembringer for gruppen I, betragtes cirkeldelingspolynomiet ®35. Man finder:

X -1 :X10+X5+1:X8—X7+X5—X4+X3—X+1
(X5 —-D(X2+X+1) X2+X+1 '

P15 =
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Korollar (3.12) forudsiger, at dette polynomium modulo 2, dvs i F>[X], er et produkt af
irreducible polynomier af grad 4. Det er let at se, at der modulo 2 gadder:

XX + X+ X+ X+ X+1=X*+ X3+ D X*+ X +1).

De to polynomier pa hgjresiden er atsairreduciblei Fo[ X]. Det sggte legeme kan altsa fx
beskrives som Fig := o[ X]/(X* + X + 1). Ved denne beskrivelse er restklassen ¢, af X
modulo (X4 + X + 1), en frembringer for den multiplikative gruppe Fg

Bemaak, hvordan man regner i det siledes konstruerede legeme [Fig: Elementerne har
formen

r=ro+4ril +raf% +rac’,

og de svarer til 4-sa (ro, r1, 12, r3) a restklasser modulo 2. Addition af 4-sad er blot koor-
dinatvis addition. Multiplikation er bestemt ved ligningen,

=+
heraf felger fx, at > = ¢ + 2, ac® =2+ 8, ac’ =3+ ¢4 =3+ ¢ +1, osv.
Det skal understreges, at det i amindelighed er en ikke-triviel opgave at faktorisere cir-
keldelingspolynomierne modulo p. | det smplestetilfadde, r = 1 (dtsag = p), a (3.12),
vides, at deirreducible divisorer i ®,_; er farstegradsfaktorer. Det er forstegradsfaktorerne

X — a, hvor restklassen a er primitiv rod modulo p, dvs en frembringer for den cykliske
gruppeF*, og det er ikke-trivielt at bestemme primitive redder modulo p (nar p > 0).

(3.15) Eksempel. Betragt g = 49, hvor altsa p = 7. Vi har
dag = X% — x84+ 1.

Sadningen forudsiger, at dette polynomium modulo 7 er et produkt af (nedvendigvis 8)
andengradspolynomier.

Et legeme med 49 elementer kan naturligvis konstrueres som en kvotient [F7[ X]/(g) for et
vilké&rligt irreducibelt andengradspolynomium g. Fx er g = X2 + 1 et sdant polynomium,
idet polynomiet modulo 7 gjensynlig ikke har redder. Lad i betegne restklassen af X i
kvotientringen L := F7[X]/(X? +1). Dahar elementernei L formena +ib, hvor a, b € Fy;
regning foregér ved at udnytte, at i> = —1. Specielt har i orden 4. For at bestemme et
element a + ib af orden 8, l@ses ligningen (a + ib)? = i, dtsi

a’> —b%>=0, 2ab=1;

enlasning er (a, b) = (2,2), A2+ 2i har orden 8. Et element af orden 16 bestemmes ved
algse (c+id)? =2+ 2i, dtsa

02—d2:2, 2cd = 2.
Enlgsning er (c, d) = (5, 3). Elementet 5+ 3i har altsd orden 16. Endelig, da 2 gjensynlig
har orden 3, falger det, at 2(5 + 3i) = 3 — i har orden 48. Dette element er den enerod i
f=X>-6X-4=X’>+X+3

Vi kan altsi ogsa opfatte L som kvotienten Fag := Fy[X]/(X% 4+ X — 2): dementerne har
formena + b¢, med a, b € Fy, og regning i Fag er bestemt ved ¢2 = 2 — ¢. Elementet ¢ har
orden 48.
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(3.16) Korollar. Lad o, (r) betegne antallet af irreducible normerede polynomier af grad r
iF,[X]. Daerp” =), sa,(s), og fplgelig er

s|r

oy (r) = Zp’/w(s)

s|r
hvor . er Mobius-funktionen.

Bevis. Produktet af samtlige irreducible polynomier af grad s | r er ifelge Korollar (3.13)
ligmed X”' — X. Den farste anfarte ligning f@lger nu ved sammenligne graderne, og heraf
falger den anden ligning ved Mobius-inversion. 0

(3.17) Bemaxrkning. Af (3.11) fremgar, hvordan man undersager, om cirkeldelingspolyno-
miet &, er irreducibelt i ,[X]. Det er et fundamentalt resultat i algebraisk talteori, at @,
altid er irreducibelt i Q[ X].

Hertil betragtes, for en given kompleks primitiv »’te enhedsrod ¢, det minimale polyno-
mium F for ¢, dvsdet normerede polynomium F i Q[ X] af mindst mulig grad, som har £ som
rod. Akvivaent: polynomiernei Q[X] med ¢ som rod udger et ideal, altsa et hovedideal,
og F er den normerede frembringer for dette ideal. Det fremgar, at F er divisor i ethvert
polynomium i Q[ X], der har ¢ som rod. Specielt er F et irreducibelt polynomium.

Da¢ errodi @, er F divisor i ®,. Det er derfor nok at vise, at enhver primitiv n'te
enhedsrod er rod i F. De primitiven’te enhedsradder er tallene ¢¢, hvor a er primisk med n.
Eksponenten a kan skrives som produkt af primtal p, der er primiske med n. Det er derfor
nok at vise, nar p er primisk medn, at ¢? errodi F.

Hertil betragtes det minimimale polynomium G for ¢ 7. Antag, indirekte, at ¢” ikkeer rod
i F. Daer G # F, ogdabegge polynomier er irreducibledivisoreri @, har vi enfremstilling
I QLX],

&, = FGH. *)

Da polynomierne er normerede, falger det af Gauss's Sagning, at F, G, H har koefficienter

i Z. Da¢? errodi G, er ¢ rodi G(XP). Altsa er F divisor i G(X?). Nu reduceres

koefficienterne modulo p. Af (*) fas &, = FGH. Videreer G(XP) (G(X))?, 09 F er

alt&adlwsorl G?. Enirreducibel divisor fi F gér derfor ogsopi G. Mensaer fremstillingen
®, = FGH ikkeforenelig med at primdivisorernei @, er forskellige.

(3.18) Bemaerkning. Cirkeldelingspolynomier har mange anvendelser. Lad os her vise, for
et naturligttal n > 1, at der er uendelig mange primtal p med p = 1 (mod ). Lad der vage
givet k primtal p1, ..., pr. Vi viser, at der eksisterer et primtal p, forskelligt fra de givne,
med p =1 (mod n).

Vi bemagker farst, at for hvert naturligt tal # er veardien @, (h) et helt tal (fordi ®,, har
hele koefficienter),og nér 1 > 2 er ®,,(h) > 1. Mere pragist gadder uligheden,

(h— )%™ < ®,(h), n&r h > 1. (3.18.1)

Tallet ©,(h) er nemllg produktet af faktorerne h — ¢ for primitive n’te enhedsredder ¢. For
hver sadan er ogsa ¢ = ¢~ 1 en primitiv n’te enhedsrod. Idet (3.18.1) er triviel for n = 2,
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antager vin > 2,ogsaer ¢ # ¢. Med h — ¢ forekommer altsi ogsa h — ¢ som faktor, og
produktet af disse to faktorer er positivt. Altsaer @, (k) positiv (endda for alle redlletal £,
narn > 2).

Numerisk er |1 — ¢| lig med afstanden frah til . Da¢ ligger paenhedscirklen, og ¢ # 1,
er|h —¢| > |h — 1]. Altsgadder (3.18.1).

Vadg nu, for degivneprimtal, i := np1 - - - pr. Tallet ®,(h) er starreend 1, sader findes
et primtal p, med p | ®,(h). Da®,(h) er divisori A" — 1, er p divisori h" — 1. Specielt
kan p ikke vagre divisor i h. Altsaer p forskellig frade givne primtal, og p er ikke divisor i
n. Modulo p er restklassen [1] € T, rod i ®,. Falgelig har [4] ordenn i gruppen . Altsa
erndivisori p—1,dvs p =1 (mod n), som gnsket.

Det er en saaning af Dirichlet, at der i enhver primisk restklasse findes uendelig mange
primtal, altsa at der for hvert a primisk med » findes uendelig mange primtal p med p = a
(mod n). Ovenstadende viser resultatet for a = 1.

(3.19) Bemaerkning. Lad ossom yderligere anvendelse vise, at ethvert endeligt skaevlegeme
A er kommutativt [Wedderburn’s Ssetning, 1905].

Hertil betragtes centret L i A, bestéende af de elementer o € A, som kommuterer med
aleir € A. Gjensynlig er L et kommutativt dellegeme af A. Specielt er elementantallet i L
en primtalspotens g. Som i (3.10) kan vi opfatte A som vektorrum over L. Specielt falger
det, at elementantallet i A er en potensq” af g. Det skal vises, at r = 1.

Den multiplikative gruppe A* har orden ¢" — 1. Det er klart, at L* er centret i gruppen
A*. Klasseligningen har altsa formen,

¢ —1=q—1+)Y |A*:C* @)l (3.19.1)

hvor C*(«) er centralisatoreni A* af «, 0g summen er over reprassentanter for konjugeret-
klasser uden for centret. Specielt er hvert led i summen strengt sterreend 1. Centralisatoren
C*(x) bestdr af de elementer . € A*, for hvilke Ao = ai. Fgjes hertil nul-elementet,
fremkommer gjensynlig et delskaevlegeme C(«) af A. DaL C C(«), falger det at |C ()| er
en potens ¢¢. Altsaer |C* ()| = ¢ — 1.

K lasseformlen giver altsaen ligning af formen,

q" —1
r_1=g—1 .
-img-1e Y4

Hvert ledi summener et helt tal, sag% — 1| ¢" — 1. Heraf falger let, atd; | r. Endvidereer
d; enagyte divisor i r, daleddenei summen var sterreend 1. Det felger nu af (3.3.1), at tallet
®,(q) er divisor i hvert ledi summen. Videreer ®,(q) divisorig" — 1. Af ligningen falger
derfor, at ®,(g) er divisor i ¢ — 1. Vurderingen (3.18.1) giver nu en modstrid, med mindre
r=1

(3.20) Opgaver.
1. Vis, at konstantleddeti @, forn > 1, er ligmed 1. Vis, at koefficienternei @, ikkealtid
er £1 eler 0. [Vink: bestem nogle koefficienter i ®105.]
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2. Visfor¢ € Coget uligetal u, at ¢ har orden 2u, hvisog kun hvis —¢ har orden u. Slut
heraf, at ®2,(X) = ®,(—X).

3. For et polynomium f af grad k defineresc(f) := — fx—1, hvor fr_1 er koefficienten til
leddet at naessthgjeste grad. Vis, for normerede polynomier f, g, atc(fg) = c(f)+c(g). Vis,
at nassthgjestegradskoefficienten i @, er lig med —u(n), hvor w(n) er Mobius-funktionen.
[Vink: Brug Opgave (1.17)(1).]

4. Visformlen @, =[], ,(X"/4 — )*@, hvor u er Mobius-funktionen.

5. Det fremgér af Eksempel (3.15), at i Fy[X] er f := X2 + X — 2 divisor i d4g. Bestem
kvotienten ®4g/f .

6. Angiv, i [ X], primoplgsningen af ®4g (eller i hvert fald nogle af primfaktorerne).

7. For hvilkeprimtal p er @, irreducibel i E,[X].

8. Vis, forn > 2, at der er uendelig mange primtal p med p % 1 (mod n).

9. Vis n&r ptn,at ®,,(X) = ®,(XP)/D,(X).

10. Vis,n&r pfn, atiF,[X] er @,, = 5.

11. Vis, at der for ,[ X] gadder, at brakdelen af irreducible polynomier blandt alle polyno-
mier af grad n asymptotisk er ligmed 1/n.

12. Vis,primtalssagningen for E,[ X]: Nummerér polynomiernei F,[X], sledes at farst
kommer konstanterne, dernaest polynomierneaf grad 1, dernasst polynomierneaf grad 2, osv;
polynomierne af samme grad nummererestilfeddigt. Lad ,(n) vagre antallet af irreducible
blandt de farste n polynomier. Da gadder asymptotisk: 7, (n) ~ Cn/logn, med konstanten
C =logp.

13. Vis, athvisq? — 1l erdivisorig® — 1, saerd|s. [Vink: skrivs = hd +r, medr < d ]



4. Reciprocitetssatningen.

(4.1) Definition. Lad p veze et primtal. Et helt tal a kaldes en kvadratisk rest modulo p,
hvisa er primisk med p og kongruensen x2 = a (mod p) har en lgsning. Ofte kaldesa en
kvadratisk ikke-rest, hvisa er primisk med p og kongruensen ikke har |gsninger. Det er klart,
at spargsmalet om hvorvidt a er en kvadratisk rest modulo p kun afhaanger af a’s restklasse
modulo p: Tallet a er kvadratisk rest, netop nar a’srestklasse @ i Z/ p tilhgrer delmamngden
af kvadrater pa de primiske restklasser. Tilfaddet p = 2 er uinteressant. For et ulige primtal
p defineres Legendre-symbol et,

1, hvisa er kvadratisk rest modulo p,
(i) .— ! —1, hvisa er kvadratisk ikke-rest modulo p,
0, hvispgaropia.

(4.2) Den generelleReciprocitetssetning. Legendre-symbolet har en udvidelse til et symbol
(%), defineret ndr navneren b er enten ulige og positiv eller en diskriminant, med fplgende
egenskaber:

(1) Veardien (%) afhanger kun af restklassen af a modulo b. Vardien er O, hvis a ikke
er primisk med b. Som funktion af tal a, der er primiske med b, er symbolet en homomorfi
(Z/b)* — {£1}.

(2) For en diskriminant D og et ulige positivt tal u geelder reciprocitetsformlen,

(- =

For et helt tal b # 0 kaldes en funktion x : Z — C en (restklasse-)karakter modulo b,
hvis der gadder: (i) vaadien x (a) afhaanger kun af «’srestklasse modulo b, (ii) vaadien er O
netop hvisa ikke er primisk med b, og (iii) x er multiplikativ: x (a1a2) = x(a1) x (a2). Den
sidste betingelse er ensbetydende med at x, som funktion af de primiske restklasser, er en
homomorfi (Z/b)* — C*. Hvisvaadiernekun er 0, 1, og —1, dvshvis x(a)2 = 1 né&r a er
primisk med b, kaldes x en kvadratisk karakter. Egenskaben (1) udtrykker altsa, at symbolet
(%) som funktion af a er en kvadratisk karakter modulo b.

Detilladte ,,naavnere’ b er enten positive og ulige, eller diskriminanter, dvstal forskellige
fra 0 (eventuelt negative), som modulo 4 er kongruente med O eller 1. Symbolet kaldes
Jacobi-symbolet, nar naevneren b er ulige og positiv, og Kronecker-symbolet, nar naevneren
er en diskriminant.

(4.3) Bemarkning. Inden vi beviser Reciprocitetssagtningen, vil vi udlede en ra&kke kon-
sekvenser, og vi Vil vise, at et symbol med egenskaberne (1) og (2) i ssgningen er entydigt
fastlagt alene ved vaadien (=;). Med den sidste vaardi lig med +1 bestemmes det trivielle
symbol, med vaadien —1 bestemmes altsa udvidelsen af Legendre symbolet.

Det er nok betragtevaadierne (%), nér a er primisk med . Dasymbolet er enhomomomorfi

(Z/b)* — {&1}, gedder dltid, at (%) = (%), nér ¢ er et kvadrat (dvs af formen g = af)

31
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primisk med b. Specidlt er naturligvis () = 1. Symbolet (<) er siledes fastlagt ved
vaadien (=35).
For b = 8 far vi under brug af egenskaberne:

3-G-=3)-=G) (-6-0-6)-3)=-(%)
Davi videre har (§) = (8) = (3) = 1og (§) = 1, er symbolet () bestemt.

For en ulige diskriminant D er
(3= s

Ligningen er naturligvis triviel, hvis D er positiv, A vi antager D < 0. Tallet D er ulige,
saved at trakke et passende multiplum af D fraa kan vi antage, at a er positivoga = 1

(mod 4). Herefter er (=) = (=2) = (&) = (&) = 1, og vi f&r den segtelighed,

a D —-1\,/—D —-D a
(5)= () =()F)=(T)=(5)

Betragt nu symbolet (%) Hvis b er lige, er vaadien 0. Hvis b er ulige og positiv, har vi
(2) = (&) = (&), som blev bestemt ovenfor. Hvis b er ulige og negativ, er b ngdvendigvis
en diskriminant, og derfor er () = (%) ifelge (4.3.1). Symbolet (£) er siledes bestemt i
dletilfadde.

Nu er det nemt at se, at fel gende algoritme bestemmer symbolet (£) ud frasymbolet (2):
Algoritmeniinitialissresmed s := 1, a:= a og b := b, hvor b enten er en diskriminant,
eller ulige og positiv; registret sindeholder, nar algoritmen stopper, vaadien af (%)
(0) Hvisa og b begge er lige, sAsad s := 0 og STOP.
(1) Hvisb = 1, sASTOP.
(2) Bestem den principalerest r af a ved divisonmed b, dtsda = gb +r med0 < r < |b|.
Hvisr = 0, sdsad s:= 0 0og STOP. Ellers sstesa 1= r.
(3) Faktoriser den starste potensaf 2: skriva = 2"u, hvor u er ulige (og positiv). Sed a = u.
Hvisv er ulige, shsadt s:= s (2).
(4) Hvisb = 3 (mod 4), sAsad b := —b.
(5) Ombyt og gentag: Sad (a, b) := (b, a), og GOTO (1).
Bemagk, at algoritmen, bortset fra ssabehandlingen af primtallet 2, essentielt er Euklid’'s
algoritmetil bestemmelse af den sterste fadles divisor for a og b.

(4.4) Bemaarkning. Symbolet i Reciprocitetssadningen er ikke-trivielt, idet vi for eksempel
for Legendre-symbolet har (§) = —1. Det generelle symbol svarer altsatil at vagdien ()
er —1. Herefter er (%) den ikke-trivielle homomorfi (Z/4)* — {+1}. For ulige, positive

tal u har vi (=) = (=2) = (), altsa

u

(4.4.1)

<__1) _ (_u4) _ { 1 hvisu =1 (mod 4),

w /) —1  hvisu =3 (mod 4).
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Videreer (2) = (2) = (%), og af udregningernei (4.3) faiger, at

ANANN S hvisu = +1 (mod 8),
<Z) - <§) - { —1,  hvisu = +3 (mod 8). (44.2)

Endelig fremhaever vi, at for primiske, positive, uligeta u, v er

(%) néru ellerver =1 (mod 4),

v
<;) - { —(E), naruogver =3 (mod 4).

v

(4.4.3)

| det farste tilfadde kan vi nemlig antage, at u = 1 (mod 4), og sa falger resultatet direkte
af (4.2.1). | det andet tilfaddeer u = 3 (mod 4). Falgeliger —u = 1 (mod 4), sA —u er en
ulige diskriminant. Af (4.3.1) ses, at (%) = (=), og SAer

— 1
) =) =)=)E)=-G)

idet det sidste lighedstegn falger af (4.4.1), dav = 3 (mod 4).

(4.5) Eksempel. Af (4.4.2) faés (&) =1, (%) = 1, 09 (§) = —1; agoritmen giver altsh

(30) = ()= () = () () = ()
-()=()E)=1(3)=G)=—

(B) =(8)=-1
(4.6) Bemaerkning. Det skal understreges, at detreformler i (4.4) er udledt som konsekvenser
af egenskaberne ved det generelle symbol (%). De tre formler, for ulige primtal u = p og
v = ¢, udger Gauss's Reciprocitetsformler. De vedragrer alene Legendre-symbolet, og de er
essentiellei voresbevisfor Den generelle Reciprocitetssaaning. | det falgendeser vi neamere
pa Legendre-symbolet, vi beviser Gauss's Reciprocitetsformler, og vi viser hvorledes det
generelle symbol ( ) kan defineres sédan, at Den generelle Reciprocitetssagning er opfyldit.
Vi bemagker farst, for et ulige primtal p, at de kvadratiske restklasser udger en under-
gruppeaf index 2i gruppen (Z/ p)* af primiske restklasser; specielt er det netop halvdelen af
de primiske restklasser, der er kvadratiske. De kvadratiske restklasser udger nemlig billed-
maangden Q ved afbildningen (Z/p)* — (Z/ p)* bestemt ved x +— x2. Denne afbildning er
gjensynlig en homomorfi, og dens kerne bestar af de restklasser x modulo p, som opfylder
x? = 1. Dap er et uligeprimtal, er denneligning opfyldt for praecisto restklasser, nemlig 1 og
—1. Kernen er derfor en undergruppeaf orden 2. Det falger, at billedet O er en undergruppe,
hvis orden er halvdelen af ordenen af (Z/p)*. Men det betyder netop, at Q har index 2.

Inddrages (4.4.1) f&s mere direkte: () =



(4.7) Lemma. For et ulige primtal p er Legendre-symbolet (%) en ikke-triviel kvadratisk
karakter modulo p. Yderligere gelder Euler’s Kriterium:

T = (%) (mod p). (4.7.0)

Bevis. Som naevnt i (4.6) udger de kvadratiske rester en undergruppe Q af index 2i gruppen
(Z/p)*. Kvotientgruppen af (Z/p)* modulo Q har atsaorden 2, og kan derfor identificeres
med gruppen {£1}. Under denne identifikation er Legendre-symbolet, som funktion pa
(Z/ p)*, den kanoniske homomorfi pakvotienten. Altsaer Legendre-symbolet en homomorfi,
og den er surjektiv, og atsaikketriviel.

For at eftervise Euler’s Kriterium noterer vi falgende ligning i F,[ X]:

xrlo1=(x'7 —1)(x*T +1).

Ifelge Fermat's lille Seeining gedder for hvert x # 0i I, at xP~! = 1. Hvert x # O er dlts
rodi X?~1 — 1, og dermed ogsarod i et af de to polynomier pa hgjresiden. Fora € Q er
a = x?,0gatsha?P~V/?2 = xP~1 = 1. Hvert af de (p — 1)/2 elementer a € Q er derfor rod
i den farstefaktor. Dagradener (p — 1)/2, kan denfarstefaktor ikke have yderligere radder.
De resterende elementer i (Z/p)*, dvs de kvadratiske ikke-rester, ma derfor vaare radder i
den anden faktor. Heraf falger (4.7.1). 0

(4.8) Bemarkning. For et ulige primtal p er Legendre-symbolet (%) altsa en ikke-triviel
karakter modulo p. Denbetegnesogsa x,. Det eri gvrigt den enesteikke-triviellekvadratiske
karakter modulo p. For enkvadratisk karakter x : (Z/p)* — {£1} erjox (x?) = x(x)% = 1.
Kernen for x vil derfor indeholde alle kvadrater. Da kvadraterne udger en undergruppe af
index 2, vil kernenfor x altsaenten besta af kvadraterne (ogsaer x = x,) eller denvil veare
hele (Z/p)* (ogsaer y = x1 dentriviellekarakter modulo p).

For n = 2 er der kun én kvadratisk karakter modulo r, idet der kun er én primisk restklasse
modulo 2. For n = 4 har vi to primiske restklasser, nemlig 1 og —1, sa der er én ikke-triviel
karakter. Det er giensynlig karakteren defineret ved hgjresiden af (4.4.1); vi betegner den
X—4. Forn = 8 er der fire primiske restklasser, +1 og +£3. Gruppen (Z/8)* er Klein's
Vier-gruppe, idet ale ulige kvadrater modulo 8 er kongruente med 1. Udover den trivielle
karakter x1 er der er altsa 3 ikke-trivielle karakterer modulo 8. Den ene er giensynlig x 4.
En anden er karakteren defineret ved hgjresiden af (4.4.2); den betegner vi xg. Dentredie er
herefter produktet x_4xs, Som vi betegner x_g. De fire karakterer er bestemt ved tabellen,

a 13|57
xx| 1|1 1]1
x—4| 1 |-111|-1
xs | 1 |-1|-1| 1
x-s|l 1|1 |-1|-1
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(4.9 GausssLemma. Lad p veare et ulige primtal, og antag, at p ikke garopia. Da er
(ﬁ) — (=" (4.9.1)
p

hvor n er antallet af negative blandt de numerisk mindste rester modulo p af tallene xa for
1<x<(p-D/2

Bevis. Talenexa forl < x < (p —1)/2 erikkedeleligemed p, sa deres numerisk mindste
resterertal rmed1 < |r| < (p—1)/2. Betragttotal x1 ogxomed1 < x1,x2 < (p—1)/2,
oglad r1 og r» vaae de numerisk mindste rester af x1a og x2a. Antag, at |r1| = |r2|. Modulo
persa0=ri; +r) = (x1E x2)a;dajxy £x2| < p — 1, falger det farst, at x1 £ x2 = 0, og
dernesst, at x1 = x».

De numeriske vaadier af de numerisk mindsterester & tallenexa for1 < x < (p —1)/2
er tsaforskellige. Derer (p — 1)/2tal og (p — 1) /2 muligheder for de numeriske vaadier.
De numeriske vaadier maderfor vagetalene 1, 2, ..., (p — 1)/2. Produktet af de numerisk
mindste rester er derfor 1 - 2--- (p — 1)/2 multipliceret med (—1)", hvor n er antallet af
negative faktorer. Modulo p har vi derfor kongruensen,

la-2a---2ta=(-pm1.2... 5L,

og heraf felger «P~D/2 = (—1)". Ligning (4.9.1) falger nu af Euler’sKriterium (4.7.1). O

(4.10) Bevis for Gauss's Reciprocitetsformler. En geometrisk fortolkning af tallet n fas pa
falgende made: Gjensynlig er n antallet af tal x, med 1 < x < (p — 1)/2, for hvilke der
findeset tal y med —(p — 1)/2 < xa — yp < —1. Et shdant y er entydigt bestemt. Da p
er ulige, er ulighederne for y enshetydende med at —p/2 < xa — yp < 0. Talet n er dtsa
antallet af heltalspar (x, y) (gitterpunkter), som opfylder ulighederne,

P a a 1
O<x<2, px<y<px—|—2.

Ulighederne bestemmer et parallellogram i planen:

a+1
2

NIl

N

og tallet n er altsdantallet af gitterpunkter i det indre af parallellogrammet.
Reciprocitetsformlen (4.4.3), for ulige primtal p # ¢, er akvivalent med ligningen,

B0
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If glge Gauss'sL emmaer venstresiden (—1)" ™, hvor n er antallet af gitterpunkter i parallello-
grammet ovenfor, meda := ¢, ogm er antallet af gitterpunkteri et tilsvarende parallellogram.
Spejles dette sidste paralellogrami linien x = y ses, at n + m er antallet af gitterpunkter i
det indre af den markerede figur herunder (da p og g er primiske, er der ingen gitterpunkter
palinienfra (0, 0) til (p/2, q/2)).

g+1
2

NIl

Pl

2
Det (dbne) rektangel bestar af den markeredefigur, to trekanter, og et kvadrat med sidelaangde
%. | kvadratet findes ingen gitterpunkter. Deto trekanter er kongruente, og indeholder derfor
samme antal gitterpunkter. Modulo 2 er antallet, n + m, af gitterpunkter i den markerede
figur altsalig med antallet af gitterpunkter i det abne rektangel, dvslig med pT_l qT_l. Heraf
falger gensynlig Formel (4.10.1).

NI

Reciprocitetsformlen (4.4.2), for et ulige primtal p, er ligningen,
2
(%) = e, (4.102)
p

hvor xg er karakteren defineret ved hgjresiden af (4.4.2). Ifelge Gauss's Lemma er (%) =
(—1)", hvor n er antallet af gitterpunkter i det indre af parallellogrammet (med a := 2):

NIl

| parallellogrammet er der gjensynlig kun gitterpunkter palinien, hvor y = 1, og antallet er
n=[5]—1[4]. Diensynliger

ah — 2h = 2h, hvis p = 8h + 1,
|:p] |:p]_ (4h — 1) — (2h — 1) = 2h, hvis p = 8h — 1,
2 41 | 4h+1) —2h=2n+1, hvis p = 8h + 3,

(4h—2)—(2h—1)=2h—1, hvisp=8h—-3.

Heraf ses, at (—1)" = xs(p), hvormed (4.10.2) er bevist.
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Betragt endelig formel (4.4.1),
-1
<_) — y_a(p). (4.10.3)
p

Da p er ulige, er x_4(p) = (—1)P~D/2. Formlen falger derfor umiddelbart af Euler’s
Kriterium (4.7.1). Dettekriteriumindgik ogsai beviset for Gauss'sLemma. Lad osalligevel
bemagke, at Gauss's Lemma medfarer (4.10.3). Vi har (‘71) = (=1)", hvor n antallet af
gitterpunkter i det indre af parallellogrammet (med a := —1):

Her er der kun gitterpunkter palinien hvor y = 0, og antalletern = [5] = (p — 1)/2.
Hermed er Gauss's reciprocitetsformler bevist. 0

(4.11) Definition. Legendre-symbolet udvidesnutil det generellesymbol () neevnti Seetning

(4.2) pafelgende made: Ettal D kaldesen primdiskriminant, hvisenten D = p er et primtal

kongruent med 1 modulo 4, eller D = —p, hvor p er et primtal kongruent med 3 modulo

4, eller D er et o tallene —4, 8, —8. For et ulige tal u sadter vi u* = (—1)®D/2y, De

ulige primdiskriminanter er altsatallene af formen p*, hvor p er et ulige primtal, og de lige

primdiskriminanter er tallene 2*, hvor 2* (aldeles upraeist) betegner et af tallene —4, 8, —8.
For en primdiskriminant p* defineres Kronecker-symbolet ved ligningerne,

(55) =w@. () =ra@. (5)=w@ (I)=rs.

hvor p er et uligeprimtal i denfersteligning. Enhver diskriminant D kan entydigt faktoriseres:
D = (kvadrat) - p7--- p;, (4.11.1)

hvor faktorerne p* er forskellige primdiskriminanter og hgjst éner lige. Kronecker-symbolet
(%) hvor D er en diskriminant, defineres herefter som 0O, hvisa ikke er primisk med D, og
ellers som produktet af symbolerne (pi) Jacobi-symbolet (£), hvor u er positiv og ulige,
definerestilsvarende: vaadiener 0, hvisa ikkeer primisk med u, og ellerslig med produktet
af symbolerne (;—1) for en , primoplgsning’,

u = (kvadrat) - g1 - - - qr. (4.11.2)

Det er klart, at de to definitioner af (%) stemmer overens, nar b bade er en diskriminant og
positiv og ulige.
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(4.12) Bevisfor Den generelleReciprocitetsssatning. Det skal vises, at det udvidede symbol
har egenskaberne (1) og (2) i (4.2). Egenskaben (1) er triviel, idet (%), ud fraprimopl @sningen
af b, er defineret som et produkt af karakterer. Betragt Reciprocitetsformlen (4.2.1). Skriv D
som produkt pa formeni (4.11.1), og skriv u som produkt af formeni (4.11.2). Begge sider
af formlener O, hvis D og u ikkeer primiske, savi kan antage, at D og u er primiske. Under
brug af de multiplikative egenskaber ses, at det er nok at vise formlen nar u = ¢ er et ulige
primtal og D = p* er en primdiskriminant. Det skal altsavises, nar g ikkegar opi p*, at

9\ _ (P~
()= (%)
Denneligning falger let af Gauss's Reciprocitetsformler. 0

(4.13) Tilfgielse. Jacobi-symbolet (£), for ulige positive u, er ogsd multiplikativti u, og der
galder formlerne:

-1 —1)/2
(52) == (7
2 2_1)/8
(2) o= ("
() =)
u ui
hvor fortegnet i den sidste formel er —1, hvisu1 = uz = 3 (mod 4), og ellers +1.

Kronecker-symbolet (%), for diskriminanter D, er ogsd multiplikativt i D, og der galder
formlerne:

_1 1 ndrD >0,
<_) _ are = (4.13.1)
D —1 narD <O.
2 2_
(5) = xa(D) = (=1)”"V® " nir D er ulige, (4.13.2)
D; D3
et i<_ , 4133
(5,) =*(5;) (4133

hvor fortegnet i den sidste formel er —1, hvis D1 og D> begge er negative, og ellers +1.

Bevis. Det falger umiddelbart af definitionen, at Jacobi-symbolet er multiplikativt i u, og
formlernefor Jacobi-symbolet blev visti (4.4).
For at vise, at Kronecker-symbolet er multiplikativt,

<D1aD2) = (%)(D%) (4.13.4)

bemaakes, at oplasningen (4.11.1) for D1 D, fas udfrade tilsvarende oplgsninger af D1 og
D;. Det skal vises, at hver primdiskriminant p*, som forekommer i D1 og/eller D, bidrager
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med samme faktor pa begge sider af (4.13.4). Det er trivielt for en ulige primdiskriminant.
For en lige primdiskriminant reduceres til tilfaddet, hvor D1 og D2 er lige og forskellige
primdi skriminanter. Mulighederen for D1 D, er sa essentielt fglgende:

(—4)-8=(2%)-(—8), (—4)-(-8=(2%-8,  8.(-8 =4%. (-4,

den pastaede ligning (4.13.4) reducerestil definitionen: x_g = x_axs.

Betragt ligning (4.13.1). Begge sider er multiplikativei D, sadet er nok at vise ligningen,
nar D er enprimdiskriminant. N&r D = p = 1 (mod 4), er beggesider 1. N&r D = —p = 3
(mod 4), er begge sider lig med —1. Endelig, for en lige primdiskriminant f@lger pastanden
af at xg(—1) =1o0g x-4(-1) = x-s(=1) = —1.

| (4.13.2) er D en ulige diskriminant. Under brug af (4.3.1) far vi,

(2)=(2)- (%) = (%)) = %6000 = r(D;

i den sidste ligning er det brugt, at xs(a) = xg(—a) for dlea.

Endelig, i ligning (4.13.3) er begge sider O, hvis D3 og D> ikke er primiske. Antag altsa,
at D1 og D er primiske. Specielt er saet af tallene D1 og D2 ulige. Af symmetrigrunde kan
vi antage, at D7 er ulige. Under brug af (4.3.1) far vi,

D1\ D1\ /IDo
(52) = () = (55
Hvis D, er positiv, er dette den sggte formel. Hvis D, < 0, er hgjresiden lig med (‘D—Dlz) =
(55)(52), og nu falger den sagte formel af (4.13.1). 0
(4.14) Definition. | det felgendegiver vi et alternativt bevisfor Gauss's Reciprocitetsformler.
Lad x vaae en kvadratisk karakter modulo n. Lad der videre vage givet et legeme L, og i

L* et element ¢, hvisorden netop er n. Under disse forudsadninger defineres den tilhagrende
Gauss-sum G = G, Som summen,

G =) x(@q,

hvor index a — her og i det f@lgende — gennemlgber et repraesentantsystem for restklasserne
primiske med n. Gauss-summen G er naturligviselement i det givne legeme L.

(4.15) Setning. For Gauss-summen G, ; galder ligningen,
2 _
Gyc = Ay

hvor

A= x(=DY xWD), og W)=Y ¢
b a
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begge summer er over de primiske restklasser modulon. Leddene W (b) tilhgrer primlegemet
i L, og derfor kan de, og altsd ogsd summen A, , opfattes som hele tal bestemt modulo
karakteristikken af L. Tallet W (b) er bestemt ved udtrykket,

@(n)
@(d)

W(b) = n(d),

hvord = n/(b — 1, n) er ordenen af ¢"~1 (og p(d) er Mobius-funktionen).
Bevis. Dafunktionen x er multiplikativ, falger det, at

= x(ab);**,
a,b

hvor deto summationsindicesa og b gennemlgber de primiskerestklasser modulon. Erstattes
i dobbeltsummen summationsindicesa, b med —a, ab ses, at

=Y (=) V=3 (DY x®) Y ¢V = x (=D x )W D),
a,b b a b

hvor W (b) := Y, ¢“®~D. Hermed er formlen for G2 bevist.

Lad nu b vaae fast og primisk med n. Lad d, som i saningen, betegne ordenen af ¢2—1.
Nar a gennemlgber restklasserne primiske med n, vil ¢ gennemlgbe de ¢(n) elementer af
ordenn i L*, og ¢4?—D vil gennemlgbe de ¢(d) elementer & af orden d, idet hvert sidant &
rammes ¢(n)/¢(d) gange. Falgelig er

Wi =55 (L8)

hvor & gennemlgber de ¢(d) elementer a ordend i L*. Det er klart, at disse ¢(d) elementer
£ netop er rgddernei L for cirkeldelingspolynomiet ®;; summen " & er altsaligmed —1
gangekoefficiententil nassthgjestegraddeddet i @, og dermed, som det let ses, ligmed 1. (d).
Heraf falger den i sadningen angivne formel for W(b). 0

(4.16) Udregning. Lad n = ¢ vage et ulige primtal. | (4.15) antages ¢ altsa at have orden
g, sa ¢>~1 har ogsh orden ¢ med mindre b — 1 = 0. | undtagelsestilfeddet b = 1 har
¢% = 1 orden 1, og vi finder W(1) = ¢(q) = g — 1. Cirkeldelingspolynomiet b, er
o, = (X7 -1)/(X — 1), sakoefficienten til neesthgjestegradsieddet er 1. For b # 1 er dtsa
W (b) = —1. Derfor er

Ay = x(D(X D@ =D =D x®)) = x(= 1)<x(1)q—ZX(b))

b£1

Her er naturligvis x (1) = 1. Hvis x er triviel, dvs er konstant 1 paalle primiske restklasser,
saer den sidste sum lig med antallet af primiske restklasser, dtsaligmed g — 1, og felgedlig
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er A =1. Antag, at x er ikke-triviel, dvs ogsa antager vaadien —1. Da antages vaadierne 1
og —1 lige mange gange pa de primiske restklasser, og summen )", x (b) er derfor lig med
0. Altsa gadder:

Hyvis x er en ikke-triviel karakter modulo et ulige primtal q, si er

Ay = x(=Dygq. (4.16.2)

Som naevnt i (4.8) findes der modulo g praecisto kvadratiske karakterer, nemlig den trivielle
karakter og karakteren bestemt ved Legendre symbolet, x,(a) = (%) Karakteren x, er
altsaden eneste, som opfylder forudsaningernefor (4.16.1).

(4.17) Udregning. Antag, at n = 4 og a ¢ har orden 4. De primiske restklasser b er 1 og
= —1. gjensynliger W(1) = ¢%+¢% =209 W(3) = ¢ + ¢? = —2. For talet A, har
vi derfor
Ay = x(=D(xM2- x(32) = 2x (-1 (1= x(-D).

Hvis x er triviel, farvi A, = 0. Og videre:
Hvis y er en kvadratisk karakter modulo 4, med x (—1) = —1, sa er

Ay =4x(—1) = —4. (4.17.1)

Som naavnt i (4.8) er x_4 den eneste karakter, som opfylder forudssgningen for (4.17.1).

(4.18) Udregning. Antag, at n = 8 og at ¢ har orden 8. De primiske restklasser b er da 1,
3,500 7, og de tilsvarende vagdier af d, dvs ordenerne af 0, ¢2, ¢4 og ¢, er henholdsvis
1, 4, 2 og 4. Cirkeldelingspolynomierne @, for d = 1, 2,4 er gjensynlig ®1 = X — 1,
®r = X + 1,09 P4 = X2 + 1, s koefficienternetil nassthgjestegradsleddet er henholdsvis
—1,1 09 0. Falgelig bidrager kun b = 1 0og b = 5til formlenfor A, . Det ses, at

Ay = 1D (xWA- x(®4) = 4x (=D (1 - x(5)).

Tallet A, afhanger siledes kun af vaardierne x (—1) og x (5). Hvis x(5) = 1,saer A, = 0.
Og:
Hvis yx er en kvadratisk karakter modulo 8, med x (5) = —1, sd er

Ay =8x(—1). (4.18.1)

Karaktererne modulo 8 blev bestemt i (4.8). Det er netop karaktererne xg og x—sg, som
opfylder forudssgningen for (4.18.1).

(4.19) Note. For en given kvadratisk karakter x modulo n kan vi naturligvis som L vadge
legemet C af komplekse tal og som ¢ en primitiv n’te enhedsrod. (Som vi skal se i det
falgende, er andrevalg af L dog mere interessante for vores anvendelse af Sadning (4.15).)
Antag, a L = C. Gausssummen G = G er daet komplekst tal. Dets kvadrat A = G2
er ifglge satningen et helt tal, uafhaangigt af den valgte enhedsrod ¢. Hvis A > 0, er dltsa
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G: = +./A etredttal oghvisA < Oer G: = %i+/|A] rentimaginaat. Fortegnet afhaanger
af valget af enhedsrod ¢. Vadg specielt enhedsroden ¢, := exp(2ri/n).
Forn = 4 er ¢4 = i. Gauss-summen G svarendetil karakteren y_4 er s

G=i—i’=2,
i overensstemmelse med at G2 = —4 ifglge (4.17.1).
Forn = 8er g = (1+1i)/+/2. For karakteren xg finder vi for den tilhgrende Gauss-sum,

G=(s—i5— {5+ =2V2
og for x—s,
G=C(s+i3— 05— (g =i2v2,

begge resultater i overensstemmelse med udregningen af G2 i (4.18.1).

Antag endelig, at n = ¢ er et ulige primtal og at x (a) = (%) er Legendre symbolet. Af
(4.16.1) falger, at G2 = ¢ hvis g er kongruent med 1 modulo 4, og at G2 = —¢, hvisgq er
kongruent med 3. Man kan vise, for ¢ = ¢,, at der faktisk gadder ligningen,

G—{ Jq narg=1(mod4),
~liyg n&rg =3 (mod 4,
men det er et dybtliggende resultat.

(4.20) Lemma. Lad x vare en kvadratisk karakter modulon, og lad p vare et ulige primtal.
Antag, atn og tallet A := A,, defineret i Setning (4.15), er primiske med p. Da er

(%) = x(p).

Bevis. Det er velkendt, at nar n er primisk med p findeset legeme (enddaet endeligt legeme),
som har karakteristik p og indeholder et element ¢ af orden n. Vi kan derfor i L betragte
Gauss-summen G = G, .. Af Sadning (4.15) falger, a G2 = A. Heref fas, at

GP = (GZ)(P—l)/ZG — AP-D/2G — (é) G,
p
hvor det sidste lighedstegn falger af Euler’s Kriterium (4.7.1). Paden anden side gedder, da
L har karakteristik p, at afbildningen L — L, bestemt ved x +— x”, bevarer addition og
multiplikation. Da G er en heltalslinearkombination af potenser ¢ med koefficienter -1 far
vi, at

GP =" x(@t = x(p) Y _ x@p)t = x(p) Y_ x(@¢* = x(p)G.
Sammenligning af deto udtryk for G? viser, at i legemet L gadder ligningen,
A
(—)G = x(p)G.
p

If@lge forudsagningen er G2 = A forskelligfra0i L, og felgeliger G # 0. Ved division
med G ses derfor, at i L er (%) = x(p). Felgelig gadder den pastiede ligning modulo
karakteristikken p. Daligningensto sider begge er +£1, falger det, at ligningen gadder. 0
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(4.21) Bevis for Gauss's Reciprocitetsformler. Formlerne er de tre formler i (4.10). De
falger af Lemmaet. Betragt nemligfarst for n = 4 karakteren x = x_a4, og det tilhgrende tal
A = A,. Ifglge Udregning (4.17) er A = —4. Specielt er A primisk med p. Af (4.20) fas
derfor, at (‘Tf‘) = x_4(p). DalLegendre-symbolet er multiplikativt, f&r vi (‘71) = (‘Tf‘) =
x—4(p), som gnsket. Det skal dog straks understreges, at vi allerede har set, at dette resultat
falger af Euler’s Kriterium (4.7.1), og at dette kriterium indgik i beviset for Lemma (4.20).
Betragt derneest for n = 8 karakteren x = xg og det tilharendetal A = A,. Ifgige

Udregning (4.18) er A = 8, og altsa (%) = xs(p). DaLegendre-symbolet er multiplikativt,

far vi, som gnsket,
(%) = (%) = x8(p).

Betragt endelig, for et ulige primtal ¢ # p, karakteren x(a) = x,4(a) = (%) og det
tilhgrendetal A = A,. Ifelge Udregning (4.16) er A = x(—1)q = (=1)4~V/24, idet vi
alerede har vigt, at x (—1) = (—71) = (—=1)@D/2 |detg # p,er A0 (mod p). Vi fér

(270) - (3) == ()

Da(=t) = (=1)”~b/2, faiger den anskede ligning (4.10.1). 0

(4.22) Bemaxrkning. Som en anvendelse af reciprocitetssagningen viser vi felgende om
Mersenne-tallene M, = 27 — 1.

Seatning. Lad g vere et ulige primtal. Da er 2q + 1 divisor i M, hvis og kun hvis 2q + 1
er et primtal og g = 3 (mod 4).

Bevis. Sed p .= 2¢ + 1. Daer p ulige, p > 3,00 p — 1= 24.

,kunhvis': Antag, at p | M,, atsap | 2 — 1. Idet vi regner modulo p, er altsa 27 = 1.
Falgelig er (—2)7 = —1, og dermed er (—2)% = 1. Den sidste kongruens viser, at modulo
p har —2 en orden, som er divisor i 2¢q, og den farste viser, at orden ikke kan veare g. Dag
er et primtal, og vi trivielt har (—2)2 = 1, falger det, at restklassen af —2 i gruppen (Z/p)*
har orden 2q. Denne gruppeindeholder altsa (mindst) 2g = p — 1 elementer. Restklassen af
0 er derfor den eneste restklasse i Z/ p, som ikke er invertibel. Altsa ma p veae et primtal.
Yderligerefalger det af kongruensen (—2)9 = —1, at —2 ikke kan vage et kvadrat modulo
p. Vaadien af Legendre symbolet (‘72) er altsh —1. Modulo 8 er p derfor kongruent med 5
eller 7. Dap = 2g + 1, med g ulige, falger det, at ¢ = 3 (mod 4).

Lhvis': Antag, a p er et primtal ogat ¢ = 3 (mod 4). Daer p = 7 (mod 8). Falgelig
er 2 et kvadrat modulo p, atsd 2 = x2 (mod p). Heraf ses, at 27 = x% = 1 (mod p).
Felgeliggar p opi 29 — 1. i

Af ssgningenfalger, at Mersenne-tallene M11, M23, Mgs, . .. er deleligemed, henholdsvis,
23,47, 167, ... . Det farste sammensatte Mersenne-tal, som ikke star i denneliste er i gvrigt
Mog.



(4.23) Opgaver.

1. Bestemforn = 12 tallene W(b), som indgar i Seaning (4.15), dvstalene W (1), W(5),
W(7),0g W(11). Vis, at der er firekvadratiske karakterer x : (Z/12)* — {41}, ogangiv for
hver af demtallet A, .

2. Lady : (Z/12)* — {+1} vagedenkvadratiskekarakter bestemt ved Kronecker-symbol et
(i5). Bestem vaadierne x (1), x (5), x(7), og x (11), og veardien A,.

3. Legemet L = T bestdr af elementer x + iy, hvor x, y er restklasser modulo 7, og
i2 = —1. Vis, a elementet ¢ := 2 i L har orden 12. Bestem i L den tilhegrende Gauss-sum
Gy.¢, hvor x er somi opgave (2). Harmonerer det med resultatet fra (2)?

4. Vispastandeni (4.11) om entydig faktorisering af diskriminanter.

5. Der var lidt at vise sidst i beviset for (4.15): Hvis elementet & har orden d i en cyklisk
gruppeaf ordenn, sagennemlaber £¢, for primiskerestklasser « modulo, samtlige elementer
af orden d lige mange gange.

6. Vis, for et ulige primtal p, formlen Za(“(“Tle)) = —1, hvor summen er over restklasser
a primiskemed . [Vink: Medab = 1 (mod n) era(a + 1) = a?(1+ b) ]

7. Forhvilkeb er (%) dentrivielle karakter (Z/b)* — {+1}?

8. Vis, at falgende agoritme bestemmer symbolet s = (%) uden at faktorisere potenser af
2. Initidisermeda:=a,b:=5b,s:= 1.

(0) Hvisb = 3 (mod 4), sAsad b := —b.

(1) Hvisb = 1, sASTOP.

(2) Bestem den principalerest r af a ved divisonmed b, dtsda = gb +r med0 < r < |b|.
Hvisr = 0, sdsad s:= 0 0og STOP. Ellers sstesa :=r.

(3) Hvisa = 3 (mod 4), sAsad a ;= —a. Hvisa = 2 (mod 4): Hvisb > 0, sa s
a:=a—boghvisb < 0,sAsds:= —soga:= —a—b.

(4) Ombyt og gentag: Sad (a, b) := (b, a), og GOTO (1).



5. Primtalstestning.

(5.1) Setup. | det falgende betegner m et uligetal sterreend 1. Vi beskriver en raskke tests
til afgarelse af om m med en given sandsynlighed er et primtal. | praksiser m et tilfaddigt
tal med et stort antal cifre frembragt pa en computer. Hvis m passerer de nedenfor angivne
tests, saer m med stor sandsynlighed et primtal. Hvis derimod m ikke passerer blot en enkelt
af disse tests, sher m med sikkerhed ikke et primtal. | praksis vil man altsa efter testningen
enten vide med sikkerhed, at m er et sammensat tal, eller vide med stor sandsynlighed, at m
er et primtal. Det er vaad at bemaake, at en computer saledes ofte ganske let kan bevise, at
et givet stort tal m er sammensat uden at computeren kan finde blot én ikke-triviel divisor i
tallet.

Sandsynlighedenfor at et tilfaddigt tal med fx 100 cifreer et primtal er naturligvisikke stor.
At denne sandsynlighed pa den anden side ikke er forsvindende falger af Primtal ssaeningen:
|det 7 (n) betegner antallet af primtal mindre end eller lig med n gadder for n — oo, a

w(n) N 1
n logn

Sandsynligheden for at et tilfaddigt tal med 100 cifre er et primtal er efter denne approksi-
mation af sterrelsesordenen (1001og10)~1 ~ 0, 0043. Der findes mange mere kvantitative
vurderinger af sandsynligheden rr (n)/n. En elementaa vurdering, der gadder for allen > 2,
er Chebyshev’svurdering:
1/3 w(n) 3
< < .
logn n logn

(5.2) Definition. For hvert naturligt tal b betegnes med psp,,, €ller psp, (m), udsagnet:
p"t=1 (modm). (PsP,)

Hvis psp, er opfyldt for m, siges m at passere testen psp,, eller at vaae et basis-b pseudo-
primtal. Tilfaddet b = 1 er naturligvis uinteressant, idet udsagnet psp; altid er sandt. |
forbindel se med testen antager vi altid, at b > 2.

Observation. Tallet m er et primtal, hvis og kun hvis det passerer psp,, for alleb < m.

‘kun hvis falger nemlig af Fermat’s,lill€* ssgning, og ‘hvis' er trivielt: af psp,(m) falger
jo specielt at b ma vagre primisk med m, og hvis det er tilfaddet for dle b < m, mam vaae
et primtal.

Tallet m er selvfalgelig et primtal, netop nar ingen af talene < /m er divisorer i m, sa
den oplagte primtalstest er at preve med alletal d < /m, omd gar opi m. Detal m, der
skal primtalstestes, vil ved de praktiske anvendel ser vaae store, dvs med 100 eller flerecifre.
For et sadant tal er /m som bekendt starre end antallet af atomer her pajorden. Den oplagte
metode er altsa med sikkerhed uanvendelig. Observationen ovenfor, at teste om m passerer
psp, for aleb < m, er om muligt endnu mere uanvendelig.

Bemagk, at det er den del af udsagnet, der vedrarer ,for alle b < m", som ger udsagnet
uanvendeligt. Et tal med m med 100 cifre fylder blot 100 tegn, og altsa nasten ingen plads

45
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i en computers hukommelse. En computer kan let — og hurtigt — regne med tal af denne
sterrelsesorden. Heller ikke potensoplaftningen i testen psp, (hvor der skal regnes modulo
m) er afskrakkende, selv om potensen apriori kreever N = m — 1 multiplikationer: det kan
faktisk gares med log, N multiplikationer (hvordan?).

Hvism passerer psp, for alletal b, der er primiske med m, vil vi sige, at m er et pseudo-
primtal. Glosen er i og for sig overfladig, thi af definitionen fremgar, at m er et pseudoprim-
tal, hvis og kun hvis m er enten et primtal eller et Carmichael-tal. Af karakteriseringen af
Carmichael-tal i (2.5) falger derfor, at m er et pseudoprimtal, hvisog kun hvism er et produkt,
m = p1--- p,, a forskelligeulige primtal p;, som opfylderat p; — 1| m — 1.

(5.3) Seetning. Antag, at m ikke er et pseudoprimtal. Blandt restklasserne b modulo m er
brgkdelen af de b, for hvilke m passerer psp,,, hgjst lig med %

Bevis. Det er Klart, at hvis m passerer psp,, atsahvis bt = 1i Z/m, saer b en primisk
restklasse. Restklasserne b, for hvilke »”~1 = 1 udger gjensynlig en undergruppe H af
gruppen G = (Z/m)* a ale primiske restklasser. Den sagte brgkdel er |H|/m, som med
sikkerhed er mindreend |H|/|G| = 1/|G:H|. Ifglge antagelsen om m er H er agyte under-
gruppe. Index |G: H| er derfor mindst 2. Brgkdelen er derfor mindre end % I

(5.4) Korollar. Antag, atm er tiltzeldigt valgt blandt tallene 1, . . . , N, og at m passerer psp,,
for k tiltzeldigt valgte vardier af b. Sandsynligheden for at m ikke er et pseudoprimtal er da
mindre end 2 ¥ log N.

Bevis. Betragt maangden X af (k + 1)-sad (m, by, . . ., by) af tal < N, med diskret sandsyn-
lighedsmal, og heri falgende haandel ser (delmaangder): Z: m er ikke et pseudoprimtal; V: m
passerer psp, forb = by, ..., bx; P: m er et primtal.

Den sagte sandsynlighed er den relative sandsynlighed P(Z])). Som bekendt er

P(INY) PYVIDPI)
PQY) PO

| tadleren pa hgjresiden er P()|Z) < 2% ifglge sastningen, og P(Z) < 1. | naavneren er
P()) > P(P),og P(P) =n(N)/N. Endeliger N/z(N) ~ log N ifglge Primtal ssagningen
(man kan faktisk vise, at der atid (for N > 17) gadder N/ (N) < log N).

Heraf falger vurderingen. [I beviset er der foretaget nogle tilnsemelser: tilfaddige valgte
b < N giver ikkengdvendigvistilfaddigerestklasser modulom; et primtal m vil ikke passere
PSP, Nar b er et multiplum af m.] i

(5.5) Bemaerkning. Resultatet kan anvendes pa et tilfad digt fundet tal m, fx med 100 cifre
(N = 10'90), til at fastdd, enten at m med sikkerhed ikke er et pseudoprimtal eler at m
med stor sandsynlighed er et pseudoprimtal. Hvis m har passeret psp, for 18 = 10 + 8
tilfaddigt valgte tal b, er m med 99,9% sandsynlighed et pseudoprimtal (2-1° < 0, 001 og
2-8.10010g10 < 1). En vasentlig vanskelighed i praksis er naturligvis at frembringe et
tilfaddigt tal mindreend N.

Tallet 2, der indgar i faktoren % i vurderingen, kan teoretisk erstattes med index af den
undergruppe H, der indgér i beviset for satningen, og det vil ofte vaae meget starre end 2.

P(I|Y) =
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Det viser sigi praksis ved, at nar man underkaster et stort tal m testen, savil det enten blive
afdaret i farste forsgg, at m ikke passerer testen (og sa er m med sikkerhed ikke et primtal),
eller ogsa passerer m testen, salasnge man gider teste.

| det sikaldte RSA—system, som vi beskriver senere, indgar som et vigtigt element at
produceretal n, der er produkter af to store primtal m1 og mo. Det er vaad at bemagke, at af
hensyn til kodning og dekodning behgver det blot at forudsadtes, at m1 og m2 er to primiske
pseudoprimtal. Kravet om at my og m, skal vaae primtal er sledes et krav, der silles af
hensyn til kodens sikkerhed.

(5.6) Definition. For hvert naturligt tal » betegnes med e-psp,,, eller e-psp,, (m), udsagnet:

pm=1/2 _ (%) #0 (mod m), (e-psp,)

hvor (2) betegner Jacobi-symbolet. (Den sidste betingelse, at Jacobi-symbolet ikke er 0,
betyder blot, at b og m er primiske.) Hvise-psp, er opfyldt for m, sigesm at passere testen
e-psp,, eller at vaare et basis-b Euler-pseudoprimtal. Vi antager ssedvanligvis, at b > 2.
Hgjresiden i kongruenseni (e-psp,) er +1, n&r b er primisk med m, og O ellers. Falgelig
gedder, at e-psp, = psp,,- Etbasis-b Euler-pseudoprimtal er altsaet basis-b pseudoprimtal.

(5.7) Saetning. Tallet m passerer testen €-pspy, for alle alle b, som er primiske med m, hvis og
kun hvis m er et primtal. Antag, atm er tiltzeldigt valgt blandt tallene < N, og at m passerer
e-psp, fork tiltzldigt valgte vardier af b. Sandsynligheden for at m er et primtal er da stgrre
end 1 —2"¥logN.

Bevis. ,hvis' falger umiddelbart af Euler’skriterium, (4.7). Antag omvendt, at m er passerer
e-psp, (og dermed psp,) for alle b, der er primiske med m og mindre end m. Daer m
specielt et pseudoprimtal. Antag, indirekte, at m ikke er et primtal. Af Sagning (5.3) felger
sa specielt, at m har formenm = pd, hvor p er et primtal og d er sterre end 1 og primisk
med p. Vadg et tal g, der er kvadratisk ikke-rest modulo p, altsh med (%) = —1. Ifgige
den kinesiske restklassesagning findes et tal b, sAat b =1 (mod d) ogb = g (mod p). Af
definitionen pé Jacobi-symbolet felger let, at (2) = —1. Af e-psp, (m) fasderfor modulom,
a bm—D/2 = _1. Falgelig gedder denne kongruens ogsd modulo divisoren d i m. Men det
eri modstridmedat b =1 (mod d).

Sagtningens sidste pastand @l ger somi beviset for Saening (5.4), idet maangden af restklas-
ser af detal b, for hvilke e-psp, gadder, giensynlig er en undergruppei gruppen G = (Z/m)*
af primiske restklasser. 0

Den foregaende saetning kan anvendes pa det givne (store) tal m til at fastdd, enten at m
ikke er et primtal eller at m med stor sandsynlighed er et primtal. Testen kaldes Soloway—
Strassen’s primtal stest.

(5.8) Definition. Skrivm — 1 paformenm — 1 = u2%, hvor u er ulige. (Dam er ulige, er
s > 1.) For hvert naturligt tal b betegnes med s-psp,, eller s-psp, (m) udsagnet:

{ Enten: b¥ =1 (mod m) ( )
S-Py

Eller: Derfindesetr saatl <t < s og (19“)2’_l = —1 (mod m).
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Hvis s-psp, er opfyldt for m, siges m at passere s-psp,, eller at vage et basis-b stagkt
pseudoprimtal.

| praksis udfares testen pa felgende méde: Ferst dannes b%. Hvisb* = 1 (mod m), Sa
gadder s-psp,,. Er detteikkeopfyldt, seetesxg := b* og (induktivt) x; 41 := sz. Fremkommer
herved et j med 0 < j < s siledes, at x; = —1 (mod m), s gadder s-psp,,. | modsat fald
er s-psp, falsk.

Det er let at se, at spsp, = pp,. Et basis-b steakt pseudoprimtal er altsd et basis-b
pseudoprimtal.

(5.9) Seetning. Hvism = 3 (mod 4), sd gelder: S-psp, <= €-pp,.

Bevis. Antag, at m = 3 (mod 4), atsdat m — 1 = 2u, hvor u er ulige. Det kan antages, at b
er primisk med m. 1f@lge definitionen betyder e-psp,, a b* = (%) 0g S-psp,, at b = +1.
Det er sdledes klart, at e-psp, = s-psp,,. Antag omvendt, at b = +1. Det skal savises,
at vagdien af +1 netop er vaadien af (2). Dam = 3 (mod 4), gadder ifelge (4.4.1), at

() = £1. Altsder (&) = £1 =", Derforer

b b (b—1/2)2 bl .
) =) =) =¢"

som @nsket. 0
(5.10) Lemma. Antag, at m har primoplgsningenm = pi*--- p{’*. Skriv

m—1=u2" og pi—1=u;2"fori=1,...,k,
hvor u og u; er ulige. Lad sg betegne det mindste af tallene s og s; fori = 1,...,k. Da

gelder: Blandt de primiske restklasser b modulo m er brgkdelen af de b, for hvilke S-psp,,
galder, givet ved udtrykket,

1 (u, u;) 1
cI1 P [1 - [I5=- (5.10.1)
l i l i

hvor faktoren C = Cy_ 4, er betemt ved

C_112’<So—1_1 11
S\t o) Tt T

Yderligere galder, at Spsp, — €-P,,.

Bevis. Vi betragter gruppen G = (Z/m)* a primiske restklasser, og heri delmaangden
K bestéende af b, for hvilke s-psp, gadder. Det pastas alts, at brgken |K|/|G| (hvor jo
|G| = ¢(m)) er bestemt ved det anfarte udtryk.
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| G (savel som i enhver anden kommutativ gruppe) kan hvert element b entydigt skrives
b = ac, hvor a har ulige orden og ¢’s orden er en potens af 2. Det er let at se, at S-psp,
gadder, hvis og kun hvis fglgende udsagn begge er opfyldt,

a =1, (1)

c=1ldlerc? ' = —1forpassender = 1,...,s. 2)

Elementantallet i delmaangden K fas derfor ved at multiplicere antallet af o’ er, der opfylder
(1), med antallet af ¢’ er, som opfylder (2).

Ifalge Den kinesiske Restklassesadning er G = (Z/m)* lig med produktet af grupperne
G = (Z/pl’.“')*. Hver restklasse i G definerer altsa en restklasse i hver af grupperne G,
og hver af ligningernei (1) og i (2) ensbetydende med at den tilsvarende ligning gadder i
Gifori=1,..., k. Farst bestemmes derfor for hver af ligningerne antallet af |@sninger til
ligningeni gruppen G;. Dam er ulige, er p; et uligeprimtal, og gruppen G; er derfor cyklisk.
Densordener p(p;") = pl’.‘i_l(pi -1 = pll.”_luiZSi.

Betragt farst ligningena” = 11 G;. DaG; er cyklisk, er antallet af |@sninger lig med den
starste starstefadlesdivisor for u og ordenenaf G;. Her er u uligeog divisori m — 1,09 p; e
divisor i m. Det falger, at den sggte sterste fadles divisor er den starstefadlesdivisor (u, u;).
Af Den kinesiske Restklassesagning fas derfor, at antallet af lgsninger i G til ligningen, dvs
antallet af l@sninger « til ligningen (1), er lig med produktet,

H(u,un. 1)

Betragt dernaest ligningen 2= 1, Gruppen G; er cyklisk af ligeorden. Der er specielt
netop &t element z £ 1 a orden 2i G;, nemlig z = —1. Heraf falger, ac? ™ = —1, hvisog
kunhvisci G; har ordenligmed 2. Antallet af Igsninger i G; er atsa antallet af elementer
af orden 2. Dette antal er 2/—1, hvist < s;, 0g 0 ellers. Antallet af |gsninger til ligningen i
G er derfor O, hvis er sterreend et af s;”erne, og ligmed [, 22—t = 20—V dllers.

Antallet af dec i G, som tilfredsstiller en af ligningernei (2), er derfor 1+ Y, 2¢¢=1,
hvor der summeres over naturligetal + som er mindreend eller lig med s og mindre end eller

lig med ethvert af s;” erne. Med andre ord skal der summeresovert =1, ..., s0. Summen er
falgelig
S0 2kso -1
1 k=1 =1 . 2
t ] @)

Som naavnt er antallet af elementer b i G, der opfylder s-psp,, (m) lig med produktet af tallene
(1) og (2'). Den sagte brakdel fas derfor ved at dividere dette produkt med ordenen ¢ (m) af
G. Qjensynlig er

(p(m) — prli_luizsi — 2kS0 l_[ pll'”_ll_[ui l_[2Si—SO' (3’)
i i i i
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Det er nu klart, at det anskede udtryk for for brgkdelen fremkommer ved at multiplicere (1)
med (2') og dividere med (3'). Hermed er Lemma ets farste pastand bevist.

For at vise den sidste pastand, antages at m opfylder s-psp,,. Det er klart, at b sAmavage
primisk med m. Det skal vises, at falgende ligning gadder i gruppen G = (Z/m)*:

pm=0/2 — (%) (4)

Skrives som ovenfor b = ac, er det nok at vise pastandenfor b :==a ogb := c. Forb := a,
er antagelsen, at (1) er opfyldt, altsaat b = 1. Tallet u var en uligedivisori m — 1, og derfor
divisori (m — 1)/2. Venstresiden i (4) er derfor 1. Jacobi-symbolet er multiplikativt, med
vagdierne £1; ligningen b* = 1 med ulige u medferer derfor, at hgjresideni (4) er lig med
1. Altsagadder (4).

For b := c, er antagelsen, at (2) er opfyldt. Hvisb = 1, er (4) trivielt opfyldt, sAvi antager,
abh? " = _1foretr =1,...,s. Vensresdeni (4) er dab*® " = (—1)2", dtsalig med
—1,hviss =t,o0gligmed 1, hvist < s.

Hgjresiden i (4) Jacobi-symbolet. For at bestemme vaadien bestemmes forst Legendre

symbol et (%) fori =1, ..., k. Som navnt medfgrer ligningen b2~ = —1, at b i gruppen
G, og dermed ogsamodulo p;, har ordenligmed 2. Heraf falger let, at der magadder < s,
og videre, at b modulo p; er et kvadrat, hvis og kun hvist < s;. Altsaer (%) = 1, hvis
t <si,09 (&) = —1,hvist = ;. For hgjresiden af (4) har vi derfor

2)-cur

hvor [ er antallet af de p; (talt med multipliciteten w;), for hvilke r = s;. Tallet (—1)
bestemmes nu ved regninger modulo 2/+1. Modulo 2+ gadder nemlig for et ulige tal v,
at v2' = 2'. For hvert p; fas derfor, at p; = 1 (mod 2't1), hvist < s;, 09 p; = 1+ 2
(mod 2'+1), hvist = s;. Heraf ses, at der modulo 21 gadder falgende kongruens:

m=[]pl =]A+2) =A+2) =1+12" (mod 2'*1).
i t

Dam — 1 = u2’, falger det af kongruensen, at / mavaae ulige, hvist = s, og at [ mavaae
lige, hvist < s. Hgjresiden af (4) har derfor samme vaardi som den ovenfor bestemte vadi
af venstresiden.

Hermed er ligningen (4), og dermed Lemma ets sidste pastand, bevist. i

Bemaxkning. Brekerne, der indgar i udtrykket (5.10.1), er stambraker, dvs af formen 1/1,
hvor [ er et naturligt tal. Det ses, at ale disse bragker er lig med 1, hvis og kun hvis m er
kvadratfri,og u; |u ogs; = sofori = 1,..., k. At det sidst indtradfer betyder, at s;’ erne er
ensogat p; —1|m—1fori =1, ..., k. Brekerneer sledesaleligmed 1, hvis og kun hvis
m = p1---p e e primtal (k = 1), eller et Carmichael tal (k > 3) hvor alle s;’ erne er ens.
Et eksempel padet sidste er 13- 37 - 61 = 29.341.

Faktoren C = Cy 4, & mindre end eller ligmed 1, dasg > 1, og den er kun lig med 1
for k = 1. For hver fast vaadi af k er faktoren starst for so = 1. Disse starste vaadier er
Cr1=1/2"1,

§i=
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(5.11) Seetning. Tallet m passerer S-psp,, for alle alle b, som er primiske med m, hvis og kun
hvis m er et primtal. Antag, at m er tilfaldigt valgt blandt tallene < N, og at m passerer
S-psp,, for k tilfeldigt valgte vardier af b. Sandsynligheden for at m er et primtal er da stgrre
end 1— 4 KlogN.

Bevis. Den farste pastand fglger umiddelbart af det foregdende Lemma: brgkdelen er lig
med 1, hvisog kun hvism er et primtal (Alternativ: das-psp, = e-psp, falger pastanden
af Saetning (5.7)). Et elementaat bevis for den farste pastand er fglgende:

,hvis': Antag, at m er et primtal. Lad b vage primisk med n. Det skal vises, at s-psp;, er
sandt. Hvisb* = 1 (mod m), er dette klart, s det kan antages, at xo := b* # 1. Betragt
kvadraterne x; 1 := x?. For j = Oerxo # 1, 0gfor j =serx, =x§ =2 =p" =1
ifeige Fermat's ,lille’ sening. Der findes derfor en veardi j < s, shat x; # 10og x? =
xj+1 = 1. For denne vaadi er x; = —1, idet kongruensen y? = 1 kun har Igsningerne £1,
dam er et primtal.

»kun hvis': Antag omvendt, at m passerer s-psp, for alle b primiske med m og (indirekte)
ikke er et primtal. Da er m som naevnt et pseudoprimtal. Af Sadning (5.3) falger derfor
specielt, at m har formenm = pd, hvor p er et primtal ogd er sterreend 1 og primisk med p.
Veadgetta g, der modulo p er en frembringer for gruppen af primiske restklasser modulo p,
dvser af orden p — 1. Specielt er g'sorden lige, sA g # 1 (mod p). If@lge Den kinesiske
Restklassesagning findes et tal b, sAat b = g (mod p) ogb = 1 (mod d). Modulo p, og
derfor ogsamodulom, er x := b* # 1. Dab gjensynlig er primisk medm og af s-psp,, felger,
at der findes en potens af x (enddamed en exponent, der er en potens af 2), der modulo m er
kongruent med —1. Men det er en modstrid, dax er kongruent med 1 modulo divisoren d i
m.

Sadningens sidste pastand falger af, at brekdelen angivet i Lemma et, nar m ikke er et
primtal, hgjst er 1/4 (Det er ikke helt korrekt, tilfeddet m = 32 = 9 kraaver faktisk en
sagbehandling). 0

Bemarkning. Den foregaende sagning kan anvendes pa det givne (store) tal m til at fastsla,
enten at m ikkeer et primtal eller at m med stor sandsynlighed er et primtal. Dennetest kaldes
ogsaMiller—Rabin’s primtalstest. Somvist i Lemma (5.10) gadder, at s-psp, = e-psp,, atsa
at ethvert basis-b starkt pseudoprimtal er et basis-b Euler-pseudoprimtal. | tilfaddet m = 3
(mod 4) er det enddallet, jfr. (5.9), at se, at S-psp, < €-psp,,.

(5.12) Bemazrkning. De anfarte primtalstests er sakaldte probabilistiske tests: de viser i
polynomial tid, enten med en vis sandsynlighed, at m er et primtal, eller med sikkerhed, at
m ikke er et primtal. Det er nagliggende at overveje, om disse tests ikke kan gares effektive
ved at vadge b’ erne systematisk snarere end tilfaddigt. | den forbindelse er det nedvendigt,
at inddrage den sakaldte generaliserede Riemann-hypotese. Generaliseringer af Riemann's
zeta-funktion er funktioner af formen,

o =3 50

n>1
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hvor x: Z — {0, +1} er en kvadratisk karakter, dvs x fas ved at udvide en homomorfi
x: (Z/m)* — {1} med vaadien O pa restklasser, der ikke er primiske med m. Den
generaliserede Riemann-hypotese er pastanden om at der ogsa for de generaiserede zeta-
funktioner gadder, at nulpunkterne i den kritiske strimmel har realdel lig med %

Under forudssgning af den generaliserede Riemann-hypotese kan man vise, at Miller—
Rabin testen er deterministisk i polynomial tid. Mere prasist kan man under denne forud-
sadning vise, at hvis m passerer S-pspy, for alle b < 2(logm)?, si erm et primtal.

(5.13) Opgaver.

1. Bestem for defarste primtal p = 3,5,7,...,31 ordenen & 2i (Z/p)*. [Vink: vea-
dien af Legendre-symbolet (%) fortadler ganske meget om ordenen.] Angiv det mindste
sammensatte basis-2 pseudoprimtal; — og basis-2 Euler-pseudoprimtal.

2. Lad pvageetuligeprimta. Vis,atm = M, := 2P — 1 er et basis-2 stagkt pseudoprimtal.
Tallet M11 = 2.047 er faktisk det mindste ssmmensatte basis-2 staake pseudoprimtal.

3. Antag,am — 1 = 2°u, hvor u er uligeog < 2° + 1. Vis, at hvis der findes et tal b
Siledes, at b2 = —1 (mod m), saer m et primtal. [Vink: kongruensen bevares modulo en
primdivisor p i m, og den angiver ordenen af restklassen af ».] Visomvendt, hvism er et
primtal, sa er det ,let* at finde et sadant b.



6. RSA, og andre public key systemer.

(6.1). A skal sende en meddelelse til B. Denne situation forekommer naturligvis utallige
gange i vores dagligdag: vi kommunikerer, vi signalerer, vi meddeler os til hinanden. | en
kryptologisk sammenhamng er det naturligvis nogle specielle aspekter af situationen, der er
interessante. En del af disse aspekter kan ssmmenfattesi en rakke nggleord: hemmelighed,
autenticitet/aggthed (integritet og signatur), og simpelhed. Disse aspekter vil vaare hovedem-
net i det faglgende. Bemaak, at meddelelsens indhold overhovedet ikke er medregnet blandt
de interessante.

Hemmelighed er naturligvis gnsket om, at meddelelsen skal kunne sendes uden at uden-
forstaende far information om indholdet. Tamk fx pa

en spion, der vil sende meddelel ser til udenrigsministeriet,

en reprassentant, der vil sende sine salgstal til hovedkontoret,

en bank, der vil sende kontooplysninger til en kunde,

en dankort-terminal, der skal videregive en transaktions-besked til hovedterminalen,
en student, der vil betale et kab af noter viainternettet,

eller et uta af lignende situationer. Ofte vil hemmelighed sages opnaet ved en kombination
af mange metoder. Man kan bruge usynligt blak. Man kan skjule selve udvekslingen af
meddelelsen (A og B kan mades hemmeligt, eller bruge en hemmelig telefonledning, eller
brevduer, eler... ). Man kan slgreudveksingen (A kan hvisketil B). Endelig kan mandare
selvemeddel el sen: den kan krypteres, dvs kodes med henblik pahemmelighedsholdelse. Det
sdste er naturligvis et hovedemne for kryptologi.

Autenticitet (eller asgthed) er nagleord for ensket om at kunnefastda, at en modtagen meddel -
else er autentisk. Der er forskellige grader vaagt, det kan tillasges et sidant anske. Integritet
er i denne forbindelse B’s gnske om vide med sikkerhed, at det modtagne virkelig kom fra
A, og er identisk med det som blev afsendt. B ska altsa kunne overbevises om, at A var
afsenderen, og at ingen udenforstaende har aandret, fjernet eller tilfgjet noget. Sgnatur er
A’sunderskrift pameddelelsen. | sinyderste konsekvens er det gnsket om, at det kan fastslas
overfor trediemand, om en meddelelse B har modtaget, faktisk er blevet afsendt af A. Det
er her ikke nok, at B faler sig overbevist om, at A var afsenderen. Det skal ogsa kunne
bevises i en retssal; specielt skal det ogsa kunne udelukkes, at det var B sdlv, der havde
produceret meddelelsen. @nsket om integritet og/eller signatur er et spgrgsma om aggthed.
Det er principielt uafhaangigt af ensket om hemmelighed. Eksemplerne ovenfor kanillustrere
varierende gnsker om aggthed. Som yderligere eksempel kan anfares en flerbruger-datamat,
hvor den enkelte bruger fastsar sin asgthed ved hjadp af et ‘ password'.

Smpelhed er (delvist) selvforklarende: Det skal veare sa simpelt at kryptere en meddelelse,
at selv en computer kan gere det (i rimelig tid). Den retmaessige modtager af en hemmelig
meddelelse skal, hvis han gnsker det, kunne rekonstruere det originaleindhold i rimelig tid.

(6.2). Nar der anvendes kryptering, sender A ikke selve meddel el sen (den sakaldte klartekst)
til B. | stedet sendes en krypteret version, som vi her vil kalde h-teksten (h for ,hemmelig*).
Det forudszdtes, at B ud fra den modtagne h-tekst er i stand til at forstd den information,
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der 1ai klarteksten. Mere prazist forudsadtes, at B kan rekonstruere klarteksten, atsaat B
kan dekryptere (dekode, decifrere) h-teksten. En model af denne sitation er falgende: 1det
IC betegner maangden af klartekster og H betegner maangden af h-tekster, er kryptering en
transformation, dvs en afbildning,

E:K—-H,

og dekryptering er en transformation,
D:H— K.

Det forudsadtes, at D E er den identiske afbildning pa maangden af klartekster. Afsendelse af
klartekstent fra A til B foregar altsai tre skridt. Farst krypterer A klarteksten ¢ til h-teksten
T = E(t). Dernaest sendes h-teksten r fra A til B. Endelig dekrypterer B den modtagne
h-tekst 7 til klarteksten D(t) = DE(t) =t.

Vi vil oftest forudsadte, at I = H. | praksis er hver klartekst blot en sekvens af tegn, og
h-teksterne antages alts at vaare (mystisk udseende) sekvenser bestaende af den samme slags
tegn. Vi vil yderligereforudsadte, at K er en endelig maangde. Som naavnt vil meddelelserne
i praksis vaare sekvenser af tegn, og det forudsaetes altsa specielt, at hver klartekst har en pa
forhand fastlagt laangde. Sterre tekster sendes sa blot ved at sende flere mindre klartekster.
Under disse antagelser falger det af forudssgningerne, at E og D er bijektive afbildninger,
0g , hinandensinverse'.

| praksiskan vi altid teake pa £ somenmaangdeaftal 1, 2, ... ., n, eler som restklasserne
i Z/n. En tekststreng med k tegn, hvor hvert tegn er et af 256 mulige (i en udvidet ASCII-
kodning), kan identificeres med et tal skrevet i 256-talssystemet. Nar n > 256, kan sadanne
tekststrenge atsa identificeres med tal i intervallet [0, n — 1], og dermed med restklasser i
Z/n.

(6.3) Eksempel. | de helt klassiske krypteringer er K = ‘H blot mamngden bestdende af de
26 bogstaver i det engelske(!?) afabet. Krypteringstransformationen er altsa her en af de
mulige 26! permutationer. |dentificeres bogstaverne pa oplagt made med restklasser i Z/26,
kan fx Caesar’s kodning beskrives som permutationen x — x + 3. Herefter krypteres

SEND MORE MONEY til VHQG PRUH PRQHB.

Krypteringer, hvor maangden C er lille, kan oftebrydes. Fx kan man anvendefrekvensanalyse:
bogstavet E er det hyppigst forekommende bogstav, saud fra h-teksten ovenfor villeman gadte
pa, at E — H. Med kendskab til, at krypteringstransformationener af formenx +— x + b, er
koden altsa brudt: » = 3.

(6.4). Med computere kan man let anvende krypteringstransformationer af maangder /C, der
er store. Et eksempel er DES (Data Encryption Standard). Her bestar K af bit-falger af
laangde 64; der er altsd 254  klartekster*. Krypteringstransformationerne, der indgér i DES,
er permutationer af denne maangde. Hver transformation (og dens inverse) bestemmes ved
en nggle. Hver nggle « bestemmer en tilhgrende transformation E, og densinverse D;. |
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DES er der 2% mulige nggler. Permutationernei DES udger altsi en beskeden brakdel af
samtlige (254)! mulige permutationer.

Kryptografiske transformationer, der anvendes i praksis, indgéar altid i hele familier af
transformationer; de udger, i lighed med DES, et kryptosystem, bestemt ved brugen af et
bestemt princip for kryptering. Dette er bekvemt, hvis flere brugere skal sende meddel ser
til hinanden, eller hvis to brugere gnsker at kunne skifte krypterings-transformation med
mellemrum. | en sddan familie af transformationer (og deresinverse) er den enkelte transfor-
mation bestemt ved en sakaldt nggle. Kendskab til naglen fastlasgger alts den pagad dende
transformation frafamilien. | et klassisk krypto-system fastlasgger ngglen ogsa den inverse
transformation. | et sidant system kommunikerer to brugere ved at aftale hvilken nagle, de
vil benytte. Vanskeligheden er her at hemmeligholde ngglen for uvedkommende.

| praksisvil K vagrestor, fx med 10°°° elementer. Her er det ikkesvaart at tro pd, at man kan
vadge (smple) krypteringsafbildninger, der undrager sig en analyse, som den der er skitseret
i (6.3). Mere overraskende er maske falgende:

(6.5) Pastand. Der findes (simple) bijektive afbildninger E (af endelige mangder), der har
(simple) inverse afbildninger D, men alligevel er sa komplicerede, at man ikke alene ud fra
kendskab til atbildningen E kan bestemme den inverse afbildning.

Set i et matematisk lys pastanden forhabentlig rystende. Vi er vant til, at hvis E er en
bijektiv afbildning, sh er den inverse afbildning D jo ,blot* afbildningen E~L. Alligevel vil
vi bygge en hel teori pa eksistensen af sddanne envejs-afbildninger (‘one-way functions).
Denneteori hviler sdledes pa et grundlag, der kan forekomme foruroligende spinkelt.

En envejs-afbildning E kan brugestil hemmelighedsholdelse. Antag, at B er i besiddelse
af afbildningen E og at kun B kender den inverse afbildning D. Afbildningen E kan dageres
offentlig kendt. Herefter kan A meddele klartekstent til B ved at sende h-teksten t = E(¢).
Da B er den eneste, der kender den inverse afbildning D, er B den eneste, der kan dekryptere
den modtagne h-tekst 7 tilbage til klarteksten D(t) = DE(t) =t.

En envejs-afbildning E kan ogsa brugesi forbindelse med aegthed. Antag her, at A er den
eneste, der kender den inverse afbildning D til E. A’ssignatur e sAo = D(s), hvor s er
en simpel tekst, der indeholder fx navn, personnummer, et tidsstempel (dato og klokked et)
og lignende. At signaturen o kommer fra A kontrolleres med den offentlige afbildning E
ved, at E(o) = ED(s) = s er denne simple tekst. Og det er kun A, der kan have frembragt
signaturen, idet kun A har kendskab til D.

(6.6). Anvendelsen af envejs-afbildninger i forbindelse med kryptosystemer blev farst fo-
resl&et af Diffieog Hellman (1976). Resultatet er et sakaldt public key system. Et ‘ publickey’
system opfattes nu som et system, hvor der for hver bruger A er en sadan (offentlig kendt)
envejs-afbildning E 4 (fastlagt ved en ssimpel nggle), og hvor kun brugeren A har kendskab
til den inverse afbildning D 4. Brugeren A kan sa sende klarteksten + hemmeligt til B ved at
sende h-teksten = = E(r). Agthed opnasved at A inkluderer sin signatur 4 = D 4(s4)
i sin klartekst, altsa ved at A afsender h-teksten Eg(to4) til B. Integritet opnasved at A i
stedet sender h-teksten T = Eg(tDa(toy)) til B. Afsendelsen er hemmelig, idet kun B kan
dekryptere med sin hemmelige afbildning D til Dp(t) = tD4(to4); herved fremkommer
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dels klarteksten ¢, dels h-teksten D 4(to4). Padenne h-tekst kan B anvende den offentlig
nglge E 4 og derved frembringe klarteksten zs 4 ; herved kan B kontrollere integriteteten (de
to modtagne eksemplarer af ¢ er identiske) og A’s underskrift sg4.

(6.7). 1 det falgendevil vi hovedsagelig betragte et enkelt ‘ public key’ system, RSA-systemet
fra 1978. Det er opkaldt efter fasdrene Rivest, Shamir og Adleman. Vi vil omtae bade
teoretiske og praktiske spergsmal i forbindelse med RSA.

| systemet indgér en beskrivelse af en raskke envejs-afbildninger. De indgaende maangder
er restklasseringe af formenZ/n. Talet n er i det falgende et fast, stort (ulige) naturligt tal
(der opfylder en raskke naamere angivne betingelser). Med A(n) betegnes eksponenten for
gruppen (Z/n)*. Na&r n er kvadratfri, altsaet produkt n = p1 - - - p, af forskelligeprimta p;,
er A(n) det mindste fadles multiplum af tallene p; — 1. Den elementagre talteori, der ligger
til grund for systemet, er felgende:

(6.8) Sstning. Antag, atn er kvadratfri,n = p1--- p,. Ladl = A(n) vere det mindste fzlles
multiplum af tallene p; — 1. For hvert tal e > 1 gaelder da, at atbildningen E: Z./n — Z/n
bestemt ved

E:x+— x¢ (mod n) (6.8.1)

er bijektiv, hvis og kun hvis e er primisk med [. Nar e er primisk med [, er den inverse
afbildning D = E~1 bestemt ved

D:yw— y?,  hvord > 1opfylder,atde =1 (mod l). (6.8.2)

De bijektive atbildninger af formen (6.8.1) udgar en gruppe £, og afbildningen, der til et tal
e primisk med [ knytter atbildningen E, er en isomorfi af gruppen (Z./1)* pa gruppen &.

Bevis. Antagferst, at e er primisk med /. Dahar kongruenseni (6.8.2) enlagsningd > 1. Det
pastas, at E er bijektiv, med D som den inverse. Det er nok at vise, at ED er den identiske
afbildning af Z/n, dtsaat der for ale hele tal x gadder kongruensen,

x% =x (mod n).

Tallet n er kvadratfrit. Kongruensen modulo n er derfor opfyldt, hvis og kun hvis den er
opfyldt modulo p; for alei. Modulo p; er begge sider lig med 0, hvis p; gar opi x. Antag
derfor, at p; + x. Dagadder modulo p;, a x”~1 = 1. Dap; —1gar opil, og! gar op
i de — 1, falger det, at x4°~1 = 1 (mod p;). Altsaer x4¢ = x9¢~1x = x (mod p;), som
aNsKet.

Antag i stedet, at e ikkeer primisk med /. Dahar e enikke-triviel (prim-)divisor, &, fadles
med et af tallene p; — 1. Gruppen (Z/p;)* er cyklisk af orden p; — 1, og indeholder derfor et
element af orden 2. Modulo p; har kongruensen x = 1 (mod p;), og dermed ogsa kongru-
ensen x® = 1 (mod p;), enikke-triviel lgsning xo. If@lge Den kinesiske Restklassesaning
kan vi modulo n bestemme x sdledes, at x = xo (mod p;) og x = 1 (mod p;) fori # j.
Modulon er x enikke-triviel lgsningi Z/n til ligningen x¢ = 1. Afbildningen E i (6.8.1) er
derfor ikkeinjektiv.
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Hermed er sadningens farste to pastande bevist. Af beskrivelsen af den inverse falger, at
de bijektive afbildninger af formen (6.8.1) udger en gruppe £. Det er klart, at afbildningen,
der til et e primisk med [ knytter den bijektive afbildning E, er en homomorfi (Z/1)* — £.
@jensynlig er homomorfien surjektiv. For at vise at den er injektiv, antages, at restklassen
af e modulo/ ligger i kernen, altsa at kongruensen x¢ = x gadder modulo » for ale x. Da
gad der kongruensen ogsamodulo p; for alex. Nar x er primisk med p;, safelger af x¢ = x
(mod p;), a x¢~1 = 1 (mod p;). Dagruppen (Z/p;)* er cyklisk af orden p; — 1, falger
det, at e — 1 er et multiplum af p; — 1. Altsaer e — 1 et multiplum af p; — 1 for hvert i,
og dermed et multiplum af [. Falgeliger e = 1 (mod /). Homomorfiens kerne bestar derfor
kun af det neutraleelement 1i (Z/1)*. Homomorfien (Z/1)* — £ er derfor enisomorfi. 0O

(6.9) RSA-transformationerne. En-ves-afbildningerne i RSA-systemet kan nu beskrives
somfalger: Talet n vadgessom et produkt af to store (forskellige) primtal, n = pg. Specielt
erl ;= A(n) sabestemt som

[ := mindste fadles multiplumfor p — 1, — 1. (6.9.2)
Videre bestemmestallene e og d sterreend 1 saledes, at
de=1 (mod ). (6.9.2)
Hertil harer afbildningerne,
E:x—x¢ (modn), og D:yr y°,

der ifglge (6.8) er permuationer af Z/n, og ,hinandens inversg'.

Afbildningen E er den offentligt kendtekrypteringstransformation, og D er den hemmelig
inverse. De to afbildninger kan kort beskrives ved RSA-ngglen (n, e, d). Af denne nggle
er parret (n, ¢) den offentlige del, som beskriver krypteringstransformationen E: x +— x°.
Tallet d (eller parret (n, d)) er den hemmelige del af ngglen. Det er offentligt kendt, at n er
et produkt af to store primtal, men selve primtallene holdes hemmelige.

Pastanden er nu, at det er muligt at vadgen, e, d saledes, at krypteringstransformationen
x — x¢ er en envgjs-funktion, dvs siledes, at d ikke (i praksis) kan bestemmes alene ud fra
(n, e). Bemagk, at d umiddel bart kan bestemmesud fran, e o9l = A(n) ved hjadp af (6.9.2).
Det er altsaen del af pastanden, at A(n) ikke (i praksis) kan bestemmes ud fran. Specielt er
det en del af pastanden, at man, patrods af en viden om, at » er et produkt af to primfaktorer,
ikke kan bestemme disse to faktorer.

(6.10) Bemarkning. Beviset for at afbildningen D: y — y¢ i (6.8.2) er den inverse til
afbildningen E: x — x° nar de = 1 (mod /), udnytter kun, at n er kvadratfri og at / er et
multiplum af p; — 1 for alle primdivisorer p; i n. Det brugesikke, at [ er det mindste fadles
multiplum, og vi kan fx erstatte / med produktet af tallene p; — 1. (Derimod indgér vaadien
[ = A(n) naturligvisi bestemmelsen af isomorfien (Z/1)* = £.)

| forbindelse med RSA-transformationernei (6.9) felger det, at talet [ = A(n) i (6.9.1)
for eksempel kan erstattesaf p(n) = (p — 1) (g — 1).



58 §6

Antag, meregenereltendi (6.9), at n = pq er et produkt af to primiskefaktorer p, g, hvor
hver faktor er et pseudoprimtal, dvset primtal eller et Carmichael-tal. Daer hver primdivisor
piindivisori p eleri g, ogfalgeliger p; — 1divisori p — 16lerig — 1. For et sidant tal
n gadder altsakonklusioneni (6.9), nar [ defineresved (6.9.1), dlerved ! := (p — 1)(¢ — 1).
Forudszgningen om at p og ¢ i (6.9) skal vaare primtal, er altsa et krav, der stilles af hensyn
til sikkerheden: det skal vaae ,sveat' at bestemmed ud fran og e.

(6.11) RSA-systemet. RSA-systemet kan nu kort beskrives saledes: Hver bruger A af syste-
met vadger som ovenfor en nggle (n4, ea,ds). Meddelelser til brugeren B krypteres som
angivet i (6.5) ved at bruge krypteringstransformationen E 5 svarende til den offentlige del
(ng, ep) & B’snggle. Her forudsadtes altsy, at de klartekster, der skal sendestil B, bestar af
et (eller flere) tal, der er mindre end n g (og derfor kan opfattes som element i restklasserin-
gen Z/n). En afsender A underskriver ved at anvende sin hemmelig dekryptering D 4 pasin
signatur s4. En modtager kontrollerer signaturen ved at anvende A’s offentlige kryptering
E 4 paden modtagne signatur D 4(s4).

(6.12) Angreb paRSA. | det falgende omtalesen raskkeforhold, der har betydning for sikker-
heden i RSA-systemet. Som naevnt er det en forudsagtning, at krypteringstransformationerne
i systemet, dvs de bijektive afbildninger af formen

E:x+— x¢ (mod n)

hegrendetil RSA-nggler (n, e, d), er envgjs-afbildninger. Det er saledes en nadvendig forud-
saning, at tallenenen er store—sa store, at man ikke ved at tabellasgge afbildningen E, eller
ved udtemmende sggning, kan bestemme den inverse afbildning D: y — y<.

Hvornar er et tal stort? Det er en god tommelfingerregel, at alei naturen forekommende
(naturlige) tal (antal) er mindre end 10°°. Universets alder er 108 sec, dets diameter er
10%? m. Jordens rumfang 10?2 m®. Et atom fylder 10730 m3. En gvre gramse for antallet
af atomer i universet (i sig selv et ret unaturligt antal) er siledes 1070, | denne forstand er
10°0 altsh et stort tal, og tal med fx det dobbelte antal cifre er endog meget store. Bemagk,
at angivelsen af et enkelt bestemt tal af denne starrel sesorden ikke fylder saarlig meget. Fx
er tallet n herunder:

403973053172146480004640109925029870946484075995819629605478298423496995260211882781424365195345494425377235497204137003.
et tal med 120 cifre. Vi kan sagtens regne med tal af denne starrel sesorden, fx multiplicere
tallet n ovenfor med sig selv, men vi kan ikke dremme om at fa en computer til at gennemlagbe
aletallenemindreend n. Sandsynlighedenfor at et tilfaddigt tal med 120 cifrenetop er tallet
n, e naturligvisforsvindende.

Sikkerheden i en given RSA-nggle (1, e, d) hviler pa pastanden om man ikke aene med
kendskab til den offentligedel (n, ) kan bestemme den inverse afbildning D til afbildningen
E: x — x¢ (mod n) — patrods af en viden om at n er et produkt af to primtal, og patrods
af en viden om at den inverse afbildning D har formen y — y? med et passende tal d. [Jeg
kan i gvrigt fortadle, at tallet n herover indgar i en RSA-nggle (n, e, d), hvor e er falgende
tal:

242383831903287888002784065955017922567890445597491777763286181173909355814409107124533522394028213426536142542190639885,

men jeg raber selviglgelig ikke mit hemmeliged ]
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(6.13). | det falgende betragtes en RSA-nggle (n, e, d), med den offentlige del (n, ¢). Det
mest oplagte angreb pangglen er naturligvisat forsgge at faktoriseren i deto primfaktorer p
og ¢q. Hvisfjenden F kender p og g, sakan F umiddelbart beregne p(n) = (p — 1)(g — 1)
eller A(n); herefter kan F ud frae bestemme (et brugbart) d, og dermed den inverse afbildning
D:y > y¢. Viha altsx

Angreb. Ngglen er brudt, hvis tjenden F kan faktorisere n.

Forholdsregel. Den primaae sikkerhed ved RSA-systemet bygger som sagt patroen pa, at
det er ikke er muligt at faktorisere n, nar de to primfaktorer p og g er store (og passende
valgte). Denne tro hviler p3, at ale kendte metoder til faktorisering har et tidsforbrug, der
vokser eksponentielt med starrelsen af det tal n, der skal faktoriseres. Troen rokkesikke af,
at der konstrueres hurtigere computere. Antag, at et givet RSA-system opererer med nggler
af en starrelse, som det med dagens hurtigste computere vil tage tusind &r at faktorisere (i
praksis opereres med en endnu sterre sikkerhedsmargin). Hvis regnekraften forages med en
faktor 1010 (det svarer vist til forskellen mellem en kugleramme og en PC), kan disse nggler
brydes pa 3 sekunder. Men en simpel forggelse af naglelaangden til det 10-dobbelte vil gare
ngglerne ubrydelige for de nye computere.

Det bemagkes, at ,,umuligheden® af at faktoriseren ikke alene sikresaf, at p og g er store.
Specielle (uheldige) egenskaber ved p og ¢ Vil gare faktorisering mulig i overkommelig tid.
Vi vil senere skitsere nogle fa metoder til faktorisering. Herunder omtales yderligere nogle
forhold i forbindelse med angreb pa RSA.

Bemarkning. Som anfaert ovenfor afhaanger brydningen ved faktorisering af, at F ud fra
primfaktorerne p og ¢ i n umiddelbart kan bestemme ¢ (n) = (p — 1)(¢ — 1). Omvendt, hvis
F kender tallet k = p(n), Aern —k = pg— (p—1(g—1) = p+q — 1lkendt af F, og
herefter kan p og ¢ umiddelbart bestemmes som raddernei polynomiet X2 — (n —k+1) X +n;
F kan altsa bryde ngglen. For en RSA-nggle svarer faktorisering af n atsatil at bestemme
pn).

(6.14) Angreb. Hvis fjenden har fundet to tal z og w, s at der modulo n gelder: z° = w?

og 7 #* Fw, sd kan fjenden faktorisere n.

Bevis. Ifglgeforudssgningen gadder, at
| —w?=(—w+w).

Hvert af primtallene p og ¢ gar derfor op i hgjresiden, og dermed i en af faktorernez — w og
z+w. Hvis p ogq beggeer divisoreri z — w, savillen vaagedivisori z — w, i modstrid med
at z # w. Tilsvarende udelukkes, at bade p og g er divisori z +w. Praisét af primtallene p
og g er derfor divisor i z — w, og dette primtal ma vage den starste fadles divisor (z — w, n).
Beregning af denne starste fadles divisor giver altsa umiddelbart den ene primfaktori n. [

Bemaarkning. 1fglge Den kinesiske Restklassesagning er

Zjn=17/p x Z/q,
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sarestklasser x modulo n svarer til par x = (x1, x2) af restklasser modulo henholdsvis p og
g. Ligningen z2 = w? i Z/n svarer herved til et par af ligninger, z2 = w? fori = 1,2, i
restklasseringene modulo p og g. Heraf falger, at ligningen z2 = w? gadder, hvis og kun
hvisz = (z1, z2) er et a ded par (w1, w2), (—w1, —w2), (—w1, wr) eler (w1, —w2). De 4
par er naturligviskun forskellige, nar w1 # 0 og w2 # 0, dvs nér w er en primisk restklasse
modulon. Restklasserne z og w fraangrebet maaltsa vaae primiskerestklasser; specielt ses,
a F i stedet for z og w i angrebet kan anvende zw~* og 1.

Forholdsregel. Hvisdet er ,umuligt” at faktoriseren, madet jo specielt vaare umuligt at finde
z 0g w med egenskaben i angrebet. Som naevnt i bemaarkningen ovenfor er det nok at sikre,
at fjenden ikke kan finde et tal z, som modulo n opfylder, at z # +1 0g z2 = 1. Det fremgér
ovenfor, at der er praecis 2 tal z med denne egenskab, sa det kan i hvert fald udelukkes, at F
finder et sadant z , tilfaddigt”. I

(6.15). Specielt i forbindelse med RSA spiller sakaldte probabilistiske algoritmer en rolle.
Det er jo ikke nok at tro pa, at der ikke findes nogen effektiv metode, der med sikkerhed
faktoriserer n. Hvis F har en metode, der med en sandsynlighed pabl ot én procent faktoriserer
et naturligt tal af den optrasdende sterrelsesorden i rimelig tid, sa skal det jo nok vise sig, at
den RSA-nggle, som vi har konstrueret, kan brydes af F paingen tid.

Angreb. Antag, at F har fundet et tal f siledes, at der for alle x, der er primiske med n
galder:
x/ =1 (modn). (6.15.1)

Da kan F med vilkarlig stor sandsynlighed faktorisere n.

Bevis. Talet f mangdvendigvis vaae lige, thi ellers fas en modstrid ved at sste x (= —1
i (6.15.1). Nu erstattes f med f/2, og det undersgges, om (6.15.1) er opfyldt med den
nye vaadi af eksponenten f. Ved denne undersggelse ma F erklage sig tilfreds med en
sandsynlighed: betingel sen efterpraves med en rakketilfaddige vaardier af x. Det er klart, at
hvis betingel sen ikke er opfyldt for ale x, savil den ikke vaare opfyldt for mindst halvdelen
af x’ erne. Enten findes altsa et x, hvor betingelsen ikke er opfyldt, eller ogsa er betingelsen
opfyldt for shmange x’ er, at den med stor sandsynlighed er opfyldt for alle x.

Hvis betingelsen er opfyldt for den nye vaadi af f gentages proceduren. Efter endelig
mange skridt nas herved en vaadi £, for hvilken betingelsen (6.15.1) er opfyldt med ekspo-
nenten 2 f, men ikke med eksponenten f.

Betragt nu gruppen G := (Z/n)* og den ved x — x/ bestemte afbildning G — G.
Denne afbildning er klart en homomorfi. 1fglge Den kinesiske Restklassessgning er G =
(Z)p)* x (Z/q)*, og herved svarer elementernei G, dvs de primiske restklasser x modulo
n, til par x = (x1, x2) a primiske restklasser modulo henholdsvis p og g. Specielt svarer
homomorfien x — x/ til homomorfien,

(x1,x2) — (x{, x{)-

Valget af f sikrer, at billedgruppen bestér af mere end (1, 1) og at der for adle (y1, y2) i
billedgruppen gedder, a y? = 1 og y5 = 1. Modulo et primtal gedder, at hvis y? = 1, sher
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y = £1. De mulige par i billedgruppen er derfor (1, 1), (1, —-1), (—1,1) og (—1, —1). De
topar (1,1) og (—1, —1) udger giensynlig en undergruppe i G, og originalmaangden hertil
udger derfor en undergruppe H i G. @jensynlig bestar H af de elementer x i G, for hvilke
x/ = +1. Undergruppen H er en agte undergruppe af G. |fglge antagelsen findes nemlig
et par (x1, x2), sk at billedet (x{ , xJ) ikkeer (1, 1). Det kan fx antages, at x{ = —1. Ogsa
er (x1, 1) et lement, der ikketilhgrer H.

Da H ifalge ovenstaende er en aggte undergruppei G, har komplementaamaangden til H
mindst lige sA mange elementer som H. Fjenden F tager nu modulo n et tilfaddigt tal x, og
betragter z := x/. Modulon er z2 = 1. Hvisx ikketilhgrer H, er z = +1, og tallenez og 1
opfylder derfor betingelsernei Angreb (6.14). Daet tilfaddigt tal x med sandsynlighed % ikke
tilhgrer H, kan F derfor opnaen ikke-triviel divisor i n med enhver gnsket sandsynlighed. [0

Forholdsregel. Hvis det er ,umuligt at faktorisere n, ma det jo specielt vaare ,,umuligt”
a finde f med egenskaben i angrebet. At f har egenskaben betyder, at hvert element i
gruppen (Z/n)* har en orden, der er divisor i f. Ifalge Den kinesiske Restklassesadning
har vi ligningen (Z/n)* = (Z/p)* x (Z/q)*. De to grupper pa hgjresiden er som bekendt
cykliske grupper af orden p — 1 0gg — 1. Talet f har derfor egenskaben, hvis og kun hvis
f er deleligmed bade p — 1 0g ¢ — 1. Specielt ma f vage et stort tal, sd sandsynligheden
for at F tilfaddigt’ finder et sidant f, er forsvindende. 0

Bemaxkning. En neamere analyse af Angreb (6.15) viser, at det ma udelukkes, at F kan
bestemme £, sa at (6.15.1) er opfyldt for bare en ikke-forsvindene brekdel af x’er. For et
givet f sesved brug af Den kinesiske Restklassesagning, at antallet af x’er, der er primiske
med n og opfylder (6.15.1), er bestemt ved

(f,pr—D(f,q—-D.

Antallet er siledeslille, med mindre f er meget speciel (og det er et ,tilfaddigt* tal 7 ikke).

(6.16) Angreb. Hvis F foret givetn kan bryde en RSA-nggle (n, e) for bare én vardie > 1
(fx for en verdi af e som F selv har fundet), da kan F med vilkarlig stor sandsynlighed
faktoriseren.

Bevis. At bryde naglen svarer til at bestemmed, saat x* = x (mod n) for alex. Nar x er
primisk med n falger det, at x~1 = 1. Med f := ed — 1 er betingelsen i Angreb (6.15)
derfor opfyldt. 0

Forholdsregel. Det falger, at man ikke i et RSA-system kan bruge nagler (n, e4, d4) med
sammen til en hel familie af brugere. Enhver bruger ville nemlig sa ud frasin hemmelig del
af ngglen kunne bryde alle de andre nggler i systemet.

(6.17). Datallet n er sammensat, vil n nagope passere ret mange af de sakaldte primtalstests,
der for et tilfaddigt (eller maske velvalgt) tal b < n undersgger visse kongruenser modulo 7.
Hviset sadant b ikke er primisk med n, kan F gjensynlig bestemme p €eller g som den starste
fadles divisor for b, n. Det er udelukket, at F tilfaddigt finder et sddant b, idet brekdelen af
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tal b < n, som ikke er primiskemed n, er givet ved

n—w(n):pq—(p—l)(q—l): 1 1 1

n pq P q pq

nar p og g er store, er brgkdelen altsa forsvindende.
Som bekendt har disse tests forskellig styrke. A priori kan fglgende angreb derfor ikke
udel ukkes:

Angreb. Antag, at F kan finde et tal b, siledes at n passerer ,Fermat-testenpsp;, og ikke
Miller-Rabin’s test S-psp,,. Da kan F faktoriseren.

Bevis. Antag, at b opfylder betingelsen i angrebet. Som bekendt betyder psp,,, at
p"1=1 (mod n). (6.17.1)

Skrivn — 1 = u2*, hvor u er ulige. At n ikke passerer s-psp, betyder s3, modulo n, at
xo := b* # 1 og a kvadraterne x; = sz_l forj =1,...,s —1adiger = —1. Da
xs = b"1 = 1, kan F derfor bestemme det farste j, for hvilket x;41 = 1. For z := x; er
z # +10gz° = 1. Betingelserne for Angreb (6.14) er derfor opfyldt, og falgelig kan F
faktoriseren. 0

Forholdsregel. Sargfor, at F setikkekanfindeet b < n sdledes, at n passerer psp,,. Antallet
af sddannetal b er, som det let ses, lig med produktet,

m—1Lp—-1)-n—-149—-1).

Nuern—1=pg—1=gq(p—1) +q—1 sadenfarstefaktor erligmed (g — 1, p — 1).
Tilsvarende ses, at den anden faktor er ligmed (p — 1, g — 1), og produktet er derfor kvadratet,
(p — 1,9 — 1)?, paden sterste fadles divisor for p — 1 0og ¢ — 1. Det gnskede kan derfor
opnas ved at sgrge for at denne fadles divisor er lille.

(6.18) Angreb. Hvis F ved iteration af krypteringstransformationen E . x + x°¢ kan be-
stemme en potens E', som er den identiske afbildning (dvs opfylder E' (x) = x for alle x),
sd kan F bryde ngglen.

Bevis. Af Ei-1E = E = 1fdlger, a dekrypteringstransformationener D = E‘~1. Herved
er ngglen brudt. 0

Bemaerkning. Dekrypteringstransformationen D bestemt ved angrebet ovenfor har formen
y > y?, hvord = ¢/~1. Dette d vil normalt vare betydeligt sterre end det d, der herte til
den hemmelige del af naglen.

Forholdsregel. Krypteringstransformationerne er de bijektive afbildninger E: x +— x¢. De
udger gruppen £. Tallet i fra angrebet (eller rettere sagt det mindste i med egenskaben i
angrebet) er ordenen af transformationen E i gruppen £. Det er sdledes ngdvendigt at sikre,
a ,ale' krypteringstransformationer har ,stor* orden.
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Ifalge Saaning (6.8) er gruppen £ isomorf (Z/1)*, hvor [ er det mindste fadles multiplum
af p—10gq — 1. Det skal atsasikres, at ,ale’ elementer i gruppen (Z/1)* har stor orden.
Denne gruppe har orden ¢(/). For at skre, at ale elementer har stor orden er det ifgige
nedenstaende Lemma (6.19) nok at sikre, at gruppens orden indeholder en stor primfaktor r.
Hertil er det igen nok at sikre, at falgende betingelse er opfyldt: p — 1 indeholder en stor
primfaktor s sdledes at s — 1 indeholder en stor primfaktor ». Antag nemlig, at den sidste
betingelse er opfyldt. Da p — Ler divisori/, vil s sAvagedivisori [. Falgeligvil s — 1 vage
divisori ¢(/). Dar er divisori s — 1, vil r sAvaae (en stor) primdivisor i ¢(/), som pastaet.

(6.19) Lemma. Lad G vare en (endelig) kommutativ gruppe, og lad r vare en primdivisor
i ordenen af G. Da vil hgjst 1/r af elementerne i G have en orden, som ikke er et multiplum
afr.

Bevis. Af Strukturssgningen for kommutative grupper felger specielt, at G er et produkt,
G=G xG" (6.19.1)

af undergrupperne G’ og G”, hvor G’ bestar af de elementer i G, hvis orden gér op i en
potensaf r, og G” bestdr af de elementer, hvisorden er primisk med r. Yderligereer G’ ikke
triviel, idet » var divisor i ordenen af G. Svarendetil fremstillingen (6.19.1) bestér G af par
z=(Z,7"),hvorz € G’ ogz” € G”. Deterklart 7" = 1, hvisog kun hvisbadez’ og z” har
ordener, der er divisorer i 1. Hvisz’' # 1, sahar 7/ en orden, der er en potens & r og starre
end 1; specielt er ordenen sa et multiplum af ». Det er saledes kun elementerne af formen
z = (1,7"), dvskun elementernei G”, hvisorden ikke er delelig med r. Brgkdelen af disse
elementer er
IG"|/IG| = 1/IG'],

som med sikkerhed hgjst er 1/r. Hermed er Lemma et bevist. 0

(6.20). Bemagk, at sikkerheden af en given krypteringstransformation E ikke kun afhaanger
af at deninverse D = E~1ikkekan bestemmes. Det skal ogsasikres, at fjenden F ikkeudfra
en eneste funktionsveardi y = E(x) er i stand til at ,gadte’ x. Det sidste kan sadvanligvis
ikke opfyldes: For en transformation E: x — x¢, der kommer fraen RSA-nggle (n, e, d) er
e ngdvendigviser ulige, saforx =0,1,n — 1er E(x) = x. Mere praist gadder den sidste
ligning, n&r den gadder modulo hver af de to primfaktorer i n. Den gadder dtsai hvert fald
for hver af de 3. 3 = 9 vaadier af x, der bade modulo p og modulo ¢ er kongruente med et
af tallene 0, 1, —1. Med henblik pa sikkerheden ma E altsa opfylde, at der kun for meget fa
vaadier af x gadder E(x) = x.

Modulo p gadder kongruensen x¢ = x, hvis og kun hvisenten x = 0 eller x¢~1 = 1.
Antallet af |@sninger til den sidste kongruensmodulo p er (e—1, p—1). Kongruensenx® = x
har derfor 1+ (e — 1, p — 1) lgsninger modulo p. Af Den kinesiske Restklassessgning felger
derfor, at antallet af l@sninger til kongruensen x¢ = x modulo n er produktet

[1—|—(e—1,p—1)]-[1—|—(e—1,q—1)].

Dette produkt er altsaantallet af tal (modulo ), der ikke aandres ved krypteringen. Skaberen
af ngglen bar naturligvissikre sig, at dette antal ikke er stort.



(6.21) Bemaerkning. Der findes mange andre foresldede systemer for udveksling af hem-
melige meddel el ser mellem en kreds af brugere. Som naevnt indgar i systemerne mamngde af
transformationer Ex (og deresinverse D« ), som afhaenger af en nggle x. Maangden af nggler
« skal naturligvis vaae (overordentlig) stor.

| Diffie og Hellman’s foresl dede system foregar udveksling af meddelelser mellem A og
B ved at de sammen bestemmer den ngglex = « (A, B), der skal benyttes. Efter at ngglen «
er bestemt, siledes at kun A og B kender den, krypterer A med E,. og B dekrypterer med D, ;
efter naglebestemmel sen anvendes altsa en klassisk kryptering. Nalgebestemmelsen kan fx
forega som felger: Antag, at de mulige nagler svarer til tal « < p, hvor p er et meget stort
primtal. Videre vadgestilfaddigt et tal g. Ideelt er ¢ en frembringer for den cykliske gruppe
(Z/p)*; det er i hvert fald et krav, at g har stor orden i denne gruppe. Tallene p og g er
offentlige. Videre vadger hver bruger A et tilfaddigt tal v 4, og offentligger tallet ¢gVA. Det er
det diskrete log-problem, at ,ingen” udfrag” er i stand til at bestemme v. Ngglen, der skal
benyttes ved kommunikation mellem brugerne A og B er herefter talet k = g"4V2. Dette
tal kan begge beregne: A kan opna det ved at oplefte det offentlige gV# til sin hemmelige
eksponent v 4.

Den offentligedel af Diffie-Hellman’s nggleudvekslingssystem indgér ogsai det sikaldte
ElGamal-system. Klarteksten ¢ sendes hemmeligt til B som h-teksten (g%, tgV3%), hvor « er
en afsenderen tilfaddigt valgt eksponent. Tallet gV8* kan beregnesaf af senderen, som kender
a og det offentligetal ¢gV2, og af B, som modtager ¢“ og kender sin egen eksponent vp.
Herefter kan B dekryptere: 1 = (1g"8%) - (g"8%)~ ™.

(6.22) Bemaxrkning. | Massey—Omura systemet vadger hver bruger hemmeligt sin egen
nggle. Akvivalent har hver bruger A altsa et par af transformationer (E 4, D4 ), Som begge
holdeshemmelige. Det forudsadtes, at brugernei systemet har den samme maagde K = H,
og at alle transformationernei systemet kommuterer.

Nar A skal meddele klarteksten ¢ til B, sender han E 4(¢). Denne h-tekst er volopyk for
B, som returnerer h-teksten Eg(E 4 (1)) til A. Herpa anvender A dekrypteringsafbildningen
D,4. Resultatet er h-teksten DA EBE 4(t) = Ep(t) (som er volapyk for A). Denne h-tekst
sender A til B, som nu kan dekryptere: DgEp(t) = t.

Bemaak, at denne kommunikation ma sikres med signatur. Hvis fjenden F opsnapper
den ferste meddelelse E 4 (¢), kan han give sig ud for B og returnere Er E 4(¢) til A; herpa
returnerer A troskyldigt h-teksten DAErE4(t) = Ep(t), SOm opsnappes af F, der nu kan
dekrypteremed D .

(6.23) Bemaerkning. Pastanden om, at krypteringsafbildningernei RSA-systemet er envej's-
afbildninger, bygger pa, at man formoder, at faktorisering er et , svaat‘ problem. Vurderinger
af sadanne formodninger harer hjemme i kompleksitetsteori. Her kender man en rackke pro-
blemer, som regnes for notorisk svaare, de sakaldte , NP-komplette‘ problemer. Et eksempel
paet NP-komplet problem er ‘knapsack’ (rygsak-problemet): Der er givet et sed af positive
tal v; (rumfang) fori = 1,..., k og et positivt tal V (rygsaekkens rumfang). Bestem, om
muligt, en delmaengde 7 &f tallened, .. ., k sledes, at V =Y., v;. Enlasning kan angives
ved en falge af bits (11, ..., fr) medV = Zlet,- vi. At bestemme |Igsningen ved at prove
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med samtlige bit-falger er naturligvisumuligt, hvisk er stor.

Imidlertid er knapsack-problemet trivielt, hvis falgen (v;) vokser med i sa hurtigt, at
v; > Zj<i vj. Hvis problemet her har en lgsning, bestemmes den af en simpel algoritme:
bestem det starstei for hvilket V > v; (hviset sadant findes), og pak dette v; ned i rygsakken;
gentag, hvisV > v;, processenmed V .=V — v;.

Denne observation indgér i Merkle-Hellman systemet (1978): | systemet har alle brugere
den samme mamngde K af klartekster, der er k-bit tal. Elementantallet i K er altsa 2, hvor
2% er stor (fx k = 600). Hver bruger A vadger en felge af heletal (vy, .. ., vg), der vokser
sa hurtigt som beskrevet ovenfor, og et tal m > Zle v;, 0g et par af tal a,b medab = 1
(mod m). A holder falgen (v;) og talene m, a, b hemmelige, men offentligger falgen (w;)
bestemt ved w; = av;. Krypteringstransformationen E 4 er herefter afbildningen,

k
t=(t,..., W W=> fiw.
i—1

Klarteksten r pavenstresiden sendes altsatil A somtallet W pahgjresiden. A kan dekryptere:
ved multiplikation modulo m af W med b fremkommer V = Zle t;v;; det er det trivielle
knapsack-problem, hvorfra A kan genfinde klarteksten . Fjenden F, der ikke kender b, skal
derimod | gse det mere generelle knapsack-problem: at bestemmet fraWw = Zle tiw;.
Det skal understreges, at fjendens problem naturligvisikke er det helt generelle knakpsack-
problem (tallene w; fremkom jo pa speciel made af tallene v;). Det blev bevist af Shamir i

1982, at fjenden faktisk har en algoritme, der kan bryde koden.

(6.24) Opgaver. 1. Antag, for et givete > 1, at x — x¢ er bijektiv modulon. Vis, at n ma
vaae kvadratfri.

2. Vis, modulo 95, at afbildningen x — x’ er bijektiv, og angiv den inverse.

3. Hvorfor stér der, i kommentaren til simpelhed, at modtageren skal kunne dekode, , hvis
han gnsker det‘?

4. Min offentlige RSA-nggleer (33, 7). Restklasserne O, ... ., 32 modulo 33 fortolkes som
de 29 danske bogstaver efterfulgt af de 4 specialtegn: “.’, ‘), ‘1", *?. En student sender mig
h-teksten APFL@E. Hvad var klarteksten?
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7. Lidt om faktorisering af storetal.

(7.1). Somtidligerenaavnt bestar det mest oplagt angreb paen RSA-nggle med den offentlige
del (n,e) i at prove et faktorisere n. Sikkerheden i RSA-systemet bygger pa en tro pa, at
det er vanskeligt at faktorisere et tal n, der er et produkt af to store primfaktorer. Bemagk,
at en primtalstestning af » formodentlig hurtigt vil abenbare, at n er sasmmensat, men testen
fortadler intet om divisorerne.

| det falgendevil vi om tallet n blot forudsadte, at n er ulige og sammensat.

(7.2) Den kanoniske metode. Den oplagte algoritme, der faktoriserer i, er den kanoniske:
Prov medtaleneg = 2,3,4,5,... omg erdivisor i n. Algoritmen stopper med en divisor
q, der er den mindsteikke-trivielledivisor i n. Med store- O-notationen fraKapitel 1 har hver
division et tidsforbrug pa O(log?n). | denne vurdering af tidsforbruget er den indgéende
konstant uafhaangigig af n, men den afhaenger naturligvis af den computer, der udfarer reg-
ningerne. Den mindsteikke-trivielledivisor g kan hgjst veare /n, sd algoritmen stopper efter
hgjst /n skridt. Det totale tidsforbrug kan derfor vurderes til O(/nlog?n). (Vi behaver
naturligvis kun at preve med uligetal g, og kan altsai stedet vurdere antallet af skridt med
%ﬁ, men den konstante faktor % er uinteressant i store-O-notationen.) Med N = logn
betegner vi starrelsen af tallet n; det er essentielt antallet af cifrei n. Som funktion af tallet
n og af sterrelsen af n kan tidsforbruget altsa vurderes som

O(Jnlog?n) = 0(e"/?N?);

det vokser altsa eksponentielt med starrelsen N .

| forbindelse med brydning af en RSA-nggle, er faktoriseringen fuldfert: divisoren g er
et primtal og den anden primdivisor i n e p = n/q. | amindelighed leverer algoritmen
primopl gsningen af n efter hgjst N gentagel ser.

(7.3) Fermat’s metode. | en faktoriseringn = pg (med g < p) er p og g begge ulige.
Specidltharvi p =s+t0gqg = s —t med heletal s og ¢, nemligmed s = (p+q)/209
t =(p—q)/2. Atfaktoriseren = pq svarer altsatil at skriven som dlfferensenn =52 —1?
mellem to kvadrater, eller — akvivalent — at bestemme s > /n séledes, at k = s — n er et
kvadrat. Det er ideen i Fermat’ssimple algoritme: Start med s := sg := det mindste hele tal
sterreend /n. Undersagomk := 52 —n er et kvadrat, ogfortsaet meds :=so+1,50+2,...
indtil svaret er ja. Lidtmerealgoritmisk' Saak = k—|—2s—|—1 s := s+ 1, indtil k er et kvadrat.
Né&r algoritmen stopper, er k = 2, og n = s2 — 2. Tidsforbruget til at bestemme v/k kan
vurderestil O(log® k). Antalletafskrldters—soJrl Herers = (p+q)/20gso > +/n > q.
Altsders —so+1<s—q = (p—gq)/2. Antalet af skridt kan altsd vurderes opad ved den
halve differens (p — ¢)/2, og agoritmen er kun effektiv, nar differensen p — g er lille". |
almindelighed kan denne differens kun vurderes ved O (), og algoritmens tidsforbrug altsa
ved O(nlog® n), altsa klart dérligere end den kanoniske algoritme.

| forbindelse med RSA-systemet er p og g primtal med samme antal cifre. Altsaer p
0g g, og dermed p — ¢, med tilneemelse /. Skridtantallet kan altsa vurderesved O (/n),
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og keretiden ved O(/nlog®n); her er metoden altsh sammenlignelig med den kanoniske
metode.

En forfining af metoden er baseret pa falgende observation: hvis differensen ap — bqg er
lille (og lige) for passende smata a, b, savil den simple algoritme ovenfor, anvendt patallet
abn, stoppe med en fremstillingabn = s2— 12, og heraf fasfaktoriseringenabn = (ap)(bq),
som ogsa bestemmer p, g. Denforfinede algoritmeforsgger at anvende den simple algoritme
pacn med smaveadierafc =1,2,3,....

(7.4) Eksempel. Forn = 583 = 11.53 er s = 32 ogt = 21. Den simple algoritme giver
so = 25; den kraever altsds — so + 1 = 8 skridt (og kendskab til kvadrattallene mindre end
(n/2)%).

Anvend i stedet den sSimple algoritme pa5n = 2.915. Her er 5n = 55.53, adltsds = 54 og
t = 1. Algoritmen stopper altsa efter farste skridt, med fremstillingen 5n = 542 — 1.

(7.5) Probabilistiskemetoder. Specielti forbindelse med brydning af en RSA-nggle spiller
probabilistiske algoritmer eller Monte Carlo metoder en vigtig rolle. For at haevde, at en
RSA-nggle (n, e) ikke kan brydes, er det jo ngdvendigt at sikre, at fjenden ikke blot med den
mindste positive sandsynlighed kan faktorisere n. Det er altsa en forudsaening for RSA, at
ogsa probabilistiske metoder vil have en karetid, der vokser eksponentielt med N.

| det falgende skitserer vi en enkelt algoritme, der med positiv sandsynlighed faktoriserer
n hurtigere end den kanoniske metode.

Det er giensynlig nok at angive en algoritme, der bestemmer en ikke-triviel divisor i n
(ikke ngdvendigvisden mindste). Betragt modulon enfelgeaf tal xo, x1, . . .. Hvisfelgen er
lang nok (fx har mere end n elementer), sa optraader der med sikkerhed en gentagelsei falgen,
dvsder findesetindex i > 0 og hertil et j < i, sdat der modulo n gadder kongruensen,

Xi E)Cj. (*)

Den samme fglge kan betragtes modulo en aggte divisor ¢ i n. Hvis kongruensen (*) gadder
modulo n, s gadder den ogsa modulo g. Pa den anden side ma det forventes, at hvis den
betragtede falge er blot ,tilfaddig‘ og g ,meget mindre’ end n, sa vil den farste gentagelse
i felgen modulo ¢ med stor sandsynlighed indtragfe inden den farste gentagel se modulo 7.
For den farste gentagelse modulo ¢ er kongruensen (*) altsa opfyldt modulo ¢, men ikke
modulo n. Den starste fadles divisor (x; — xj, n) er derfor en aggte divisor i n, og starre end
1, idet den er et multiplum af ¢g. Hermed er bestemt en ikke-triviel divisor i n.

Antag nu, at vi frembringer enfalge xo, x1, ..., x; & tilfaddigetal modulon. Lad osferst
skanne over hvor mange elementer, der skal medtages i felgen far vi kan forvente, at der
indtragffer en gentagelse modulo ¢, hvor ¢ er en (ukendt) divisor i n. Modulo g er der g'*1
falger med ! + 1 elementer. Af disseer g(¢g — 1) - -- (¢ — [) uden gentagelser. Af alefalger
modulo ¢ vil felgerne uden gentagel ser derfor udgere brgkdel en bestemt ved

).

gg-1---@g-D ¢

1
qH—

Q<



Faktorisering 69

Som bekendt gadder forO < x < 1, atlog(1—x) < —x. Logaritmen af brgkdel en kan derfor
vurderes:

l l 2
v v -1+ -l
E log(l— -) < E (——) = < .
= a 34 2q 2q

Lad nue > 0 vagegivet. Af vurderingerne ovenfor fremgar, at brgkdelen er mindre end &,
nér blot —12/2g < loge, dvsnér [ > I,.(q), hvor

le(q) := v/2q109(1/¢) (1)

Heraf fas:

Observation. Hvisl > l.(q), sd vil en tilfzeldig folge xo, . . ., x; med sandsynlighed stgrre
end 1 — ¢ indeholde en gentagelse modulo q.

Denne observation er baggrund for fglgende algoritme: Frembring modulo n en falge
X0, X1, x2, ... d tilfaddigetal. Bestem i det i’te skridt den sterste fedles divisor (x; — xj, n)
foralej =0,..., i — 1. Nar der herved fremkommer en fadles divisor ¢, der er starre end
1, stoppes algoritmen. Som tidligere naavnt vil denne sterste fadles divisor, nar algoritmen
stopper, med stor sandsynlighed vaae en aggte divisor i n. Udregningerne ovenfor viser, at
for et givet ¢ kan algoritmen med sandsynlighed sterre end 1 — ¢ forventes at stoppe efter
et antal skridt, der er mindre eller lig med /. (¢) (hvor ¢ er en ukendt divisor i n). Vi kan
vurdere ¢ opad ved /n, og atsal. (q) ved \/2log(1/¢) ¥/n. Med sandsynlighed 1 — ¢ kan
algoritmen altsaforventes at stoppe efter et skridtantal i, der hgjst er konstanten ,/2log(1/s)
ganget med

In.

Algoritmen er aldeles uanvendelig i praksis: Der er dels et pladsproblem, idet der i det i’te
skridt skal bestemmes den starste fedles divisor (x; — xj, n) for ale j < i, hvilket kreever,
at alle x;’ erne gemmes under forlgbet. Men farst og fremmest er problemet, at antallet af
beregninger vokser med i: i det i’skridt skal der foretagesi beregninger af en sterste fadles
divisor. For antallet af beregninger fas derfor vurderingen 1+24- - - + (I — 1) < 12/2, som
kun kan vurderes ved en konstant gange ( 4/n)? = /n. |det hver beregning af sterste fadles
divisor har et tidsforbrug p& O (log®n), far vi et sken over agoritmens tidsforbrug pa

O(Jnlog®n) = 0(e"/?N3).

Algoritmen kan altsa kun vurderes som darligere end den kanoniske a goritme.

(7.6). Overveielserne ovenfor er imidlertid grundlag for en forbedret algoritme, den sakaldte
Monte Carlo metode eller Pollard’s p-metode. Det antages her, at falgen xo, x1, ... frem-
bringes af et fast polynomium f med hele koefficienter (polynomiet f = X2 + 1 eri denne
sammenhaang det foretrukne) sdledes: xo sadtes til et tilfaddigt tal (i denne sammenhaang
ser det ud til, at xg := 2 faktisk er tilstraskkeligt tilfad digt), og modulo » defineres induktivt
xi+1 ‘= f(x;). Det antages nu, at falgen modulo den ukendte divisor g er ,tilstrakkelig*
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tilfaddig. Overvejelserne ovenfor viser derfor, at falgen modulo ¢ med sandsynlighed 1 — ¢
efter hgjst I (¢) skridtindeholder en gentagelseig. Der findesaltsaet jo < ig, SAat den starste
fedlesdivisor (x;, —xj,, n) €r starreend 1. Og med god sandsynlighed er denne starste fadles
divisor en ikke-triviel divisor i n.

Nu er fglgen naturligvis det ikke tilfaddig modulo g. Da f er et polynomium, felger
nemlig af xi, = xjp, & f(xiy) = f(xjp), AtsAat xjp+1 = xjo+1, 0g Videre (induktivt), at
Xig+k = Xjo+k- Efter den ferste gentagelse i skridt nummer ig er der altsd en gentagelse i
hvert eneste skridt. Heraf ses imidlertid, at der findes en gentagelse x; = x;, hvor j har
formenj =2" —10gj <i < 2(j +1). Vadgesnemlig h sdat 21 < ig < 2", og sadtes
ji=2"—1ser j = jo+ (j — jo) og betingelsen er opfyldt fori := ig + (j — Jjo).

| stedet for i hvert skridt i at undersege for alle j < i, om x; er en gentagelse &f x;, er
det altsd nok for hvert i at undersage, om x; er en gentagelse af x,n_q, hvor h er bestemt
ved at 2" < i < 2"l Dei bestemmelser af en starste fadlses divisor i det i’te skridt
kan altsa erstattes af en enkelt, og af x;’erne for j < i behgver vi kun at gemme x._;.
Prisen er naturligvis, at vi saikke finder den ferste gentagelse. Prisen er imidlertid moderat.
Det fremgar nemlig af udregningerne ovenfor, at hvis den farste gentagelse ig forekommer
efter hgjst [, skridt, sa vil algoritmen afslgre en gentagel se efter et antal skridt, der hgjst er
io+(j—jo)<2h+2"—1<4.2"1 < 4ig < 4.

Pollard’s p-algoritme. Input: et ulige, sammensat tal n. Registre: X, i, Yy, . Output: nar
algoritmen stopper, vil q indeholde en divisor g > 11 tallet n. Med stor sandsynlighed er q
en agte divisor in. [Bruger funktioner sfd og f(x) = x2 + 1]

pl Initidlisering. Sati < 0 ogX « 2.

p2 lteration. Szti < i + 1. Hvisi har formen 2", s@ttesy < X.

p3 Anvend f. Setx < f(x) (mod n).

p4 Beregning af sterste fadlesdivisor. St q < sfd(x —y, n).

p5 Stoptest. Hvis q > 1, sa STOP, ellers GOTO p?2.

Antages, at denfrembragtefelgex; er tilstraskkeligtilfad dig, safelger det af overvejelserne
ovenfor, at algoritmen virker, og at antallet [ af skridt med sandsynlighed 1 — ¢ hgjst er 4/,
hvor [, er bestemt ved (1). Vi kan vurdereg < /n, og kan altsa vurdere keretiden som

o(¥nlogn) = 0("V/4N3).

(7.7) Bemaxrkning. En felge x; bestemt rekursivt ved en ligning x;+1 = f(x;), hvor
f:Z/n — Z/n er en abildning, er naturligvis ikke tilfaddig: Felgens bane har et udse-
ende, der kan sammenlignes med det grasske bogstav p. Pointen ved at vadge f som et
polynomium er, at felgen modulo den ukendte divisor g saigen er rekursiv.

(7.8) Opgaver. 1. Implementer Pollard’ s agoritmei et program (Pascal eller Celler ... ),
der som input skal haveto (prim)tal p1, p2, som beregner n = p1p2, 0g Som output leverer
divisoren g i n, samt skridtantallet. Hvorfor stopper det? Hvad sker, nar p; = 23, p» = 29?
2. ,Rent Monte Carlo" er det naturligvis, for et givet n, at undersage, gentagne gange, om
ettilfeddigt valgt g < n erdivisor i n. Giv en vurdering af det skridt-antal, der er nadvendigt
for at denne agoritme med sandsynlighed mindst % finder en ikke-triviel divisor i n.



8. Lidt om M obius-funktionen.

(8.1). For tofunktioner o, B: N — C (altsakompleksetalfalger) defineres foldningen o * 8
som funktionen,

(@xB)(n) = a(n/d)p), (8.11)

d|n

hvor summen er over ale (positive) divisorer i n. Lidt mere symmetrisk kan foldningen
bestemmes ved (« * 8)(n) = > _,,_, a(d)B(e), hvor der summeres over ale fremstillinger
n = de a n som et produkt af to (positive) faktorer. Det er let at se, at maangden af alle
funktioner N — C med saavanlig sum af funktioner som addition og med foldning som
multiplikation er en kommutativ ring. Vi betegner den D¢. Nul-elementet er den konstante
funktion O, og et-elementet er funktion 1 defineret ved

1 ndrn=1,
0 dlers.

Det er umiddelbart klart, at ved udel ukkende at betragte reelle (eller rationale eller heltallige)
funktioner fremkommer tilsvarende en ring Dr (eller Dg eller D7). Mere generelt, for hver
given kommutativ ring R udger afbildningerne«: N — R, med tilsvarende kompositioner,
en kommuitativ ring Dg.

Bemagk, at den konstante funktion 1 (bestemt ved 1(n) = 1) ikke er et-elementet i D.
Foldning med 1 knytter til hver funktion « funktionen,

(Lxa)(n) = Zoz(d).
d|n

Fx kan funktionen = (n), defineret som antallet af divisorer i n, beskrivesved t(n) = de 1.
Vi har dtsa

1p(n) = {

T=1x%x1

Tilsvarende kan funktionen o (n), bestemt som summen af divisorerne i n, beskrives ved
o(n) = g, d; Vi har dtsa
o=1x%u,

hvor «(n) = n er den kanoniske afbildning.
(8.2) Multiplikativefunktioner. Enfunktion«: N — R kaldes multiplikativ, hvis

a(l)=1 og a(mn)=a(m)a(n), hvis(m,n) = 1.

Den sidste ligning forudsadtes altsa kun, nar n og m er primiske. Hvis den gadder for ale
n, m Siges o ogsa at vaae staarkt muliplikativ.

Fx er funktionerne 1p, ¢ og 1 stegkt multiplikative. Funktionen t(n) er ikke staakt
multiplikativ; fx er t(2-2) = 7(4) = 3forskeligfrat(2)r(2) = 2-2 = 4. Men den er
multiplikativ: fx er det umiddelbart at indse, at n&r n er primoplest, n = p;*--- p,", saer
t(n) = (v1+1) --- (v, +1), 09 heraf felger multiplikativiteten. Alternativt: Divisorernei et
produkt nm, hvor n og m er primiske, er netop produkternede, hvor d | n og e | m; antallet
af divisorer i nm er derfor T (n)t(m).
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(8.3) Setning. En funktion «: N — R er invertibel i ringen Dg, hvis og kun hvis «(1) er
invertibel i R. De multiplikative funktioner o : N — R udggr en undergruppe i gruppen D
af invertible elementer i Dg.

Bevis. En funktion « er invertibel, hvis og kun hvis der findesen funktion&é sAa x & = 1p,
dvsa(1)é(1) = 10g de a(n/d)é(d) = 0forn > 1. Denfarsteligning kan opfyldes, hvis
og kun hvisa (1) er invertibel i R. Den anden ligning kan omformes:

a(DEm) =— Y a@m/d)Ed). (8.3.1)
dln,d<n
Ligningen fastlaagger gjensynlig, nér «(1) er invertibel, vaardierne £(n) rekursivt. Heraf
falger den farste pastand.
Antag nu, at n og m er primiske. Divisorernei nm kan daentydigt skrivesde, hvor d | n
oge | m. Nar « og B er multiplikative, far vi derfor, at

(% f)(nm) = ) a(nm/de)p(de)

d|n,e|lm

= an/d)Bd) Y a(m/e)p(e) = (a * B)(n)(a x B)(m).

dln elm

Heraf falger, at delmaangden af multiplikative funktioner er stabil under foldning. At den
ogsaer stabil under dannelse af inversfalger tilsvarende af den rekursive bestemmelse (8.3.1)
af den inverse. Trivielt indeholder delmaangden et-elementet 1. Altsa er delmaangden en
undergruppe af D 0

(8.4) M Obius-funktionen. Deninverse, med hensyn til folding, af den konstante funktion 1,
kal des Mobius-funktionen. Den er altsa bestemt ved 1 x 1 = 1p, dtsa ved ligningerne:

u =1, og > u(d) =0 nrn>1.
d|n

Eksplicit er w(n) bestemt ved udtrykket:

1 narn =1,
wn) = { (=1D)" narn=p1---p,erkvadratfri,
0 dlers.

For at eftervise dette, lader vi 1 vaare funktionen bestemt ved udtrykket. Vi skal savise, for
n > 1, a summen ), u(d) er ligmed 0. Betragt primoplgsningenn = pi*--- p,”. Det
er kun de kvadratfri divisorer d, der bidrager til summen, og de kvadratfri divisorer svarer til
delmaenger af de r primdivisorer i n. Der er (7) kvadratfri divisorer 4 med s faktorer, og her
er u(d) = (—1)%. Altsafar vi (som gnsket):

r

NIOEDS (:)(—DS =1-1" =0

dln s=0
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Maobius'sInversionsformel. For funktioner ¥ (n) og W (n) er folgende betingelser ensbety-
dende:

Q) ¥(n) = Zdln ¥ (d) for alle n.

2 () = 4y, w(n/d)W(d) for alle n.

Bevis. (1) siger nemlig,at W = 1%y 0og(2),a ¢ = p * W. 0
(8.5) Eksempel. For z(n) har vi t(n) = }_,, 1, og dermed, for dlen,

1= Z t(n/d)u(d). (85.1)

d|n
Euler’s o-funktioner bestemt ved ¢(n) = >, ;=1 1, hvorsummeneroverk =1,. .., n.
Ethvertk =1, ..., n har formen k = Id, hvor d = (k,n) og!l er primisk med n/d. Vi har
atsa i
n=Y 1= 3" 1= ¢n/d).
k=1 din (k,n)=d din

Akvivalenter . = 1% ¢ og dermed ¢ = ¢ * . Det falger, at ¢ er multiplikativ, og at

p(n) = (n/d)u(d). (85.2)

d|n

Specidlt far vi for en primtal spotens p", at

o(p") =p" —p'~L.

(8.6) Eksempel. Betragt funktionen A (n) bestemt ved

{ logp nérn erenprimtalspotens p¥ (v > 0),

A(n) =

0 elers.

Her finder vi
> " A(n) =logn, (8.6.1)
d|n

thi nér n er primoplest, n = p}*--- p,”, er det kun divisorer af formend = p?, der bidrager
til summen pavenstresiden, og de bidrager med

> vilog pi = log(py*- - pyr) = logn.

Af (8.6.1) og Inversionsformlen falger, at

> “log(n/dyu(d) = A(n). (8.6.2)
d|n

Akvivaent kan ligningen skrives:
> " u(d) logd = —A(n), (8.6.3)
d|n

idetlog(n/d) = logn —logd og (logn) >, 1(d) = Ofor alen (forn > 1ifelge (8.4) og
forn =1, fordilogl = 0).
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(8.7) Dirichlet-raskker. Til hver funktion (talfelge) o« : N — C knyttes den uendelige raskke
af komplekse funktioner, Dirichlet-raskken for «,

Multiplikation af det d'te led raskken L, med det e'te led i rakken Lg (for endnu en faige
B) giver (x(d)/d*)(B(e)/e®) = a(d)B(e)/(de)*. Summen af disse produkter, for de = n,
er giensynlig det n’te led i raskken for o * B. Specielt falger det, at hvis rakkerne L (s)
og Lg(s) er absolut konvergente for en given vaadi af s € C, sa er rakken Ly.4(s) absolut
konvergent, og

Laxp(s) = Lo(s) Lp(s).

Trivielt svarer sum af falger til ledvis addition af de tilhgrende raskker. Sum og foldning
af falger svarer altsa naturligt til sum og produkt af de tilhgrende rakker (og trivielt svarer
nul-elementet 0 og et-elementet 1p i Dc til rakkerne 0 og 1). Ringen D¢ kaldes derfor ogsa
ringen af formelle Dirichlet-rakker.

Dirichlet-rakken L1(s), svarende til den konstante falge 1, er gjensynlig Riemann’s ¢-
funktion,

() =Ly =) n~".

Det falger af integralkriteriet, at raskkenfor ¢ (s) er absolut konvergenti halvplanen Re s > 1.
Af sammegrund er reskken L, (s) absolut konvergent i sasmmeomrade. Ligningen 1xu = 1p
i D¢ giver atsd, for Res > 1,at ¢(s)L,(s) = 1. Med andreord er ¢(s) # 0 og

1

Tilsvarendefolgeraf 1x1 =17, a

(()> =Y tmn*, (8.7.2)

ogaf 1xt =0 0gt*xu = ¢ falger, for Res > 2,
(=D =Y omn™, -1/t =) pmn. (8.7.3)

Differentiation af Dirichlet-ragkken L (s) giver Dirichlet-ragkken Ly (s)’ = L/ (s), hvor
falgen o’ er bestemt ved o’ (n) = —(logn)a(n). Specielt, med o := 1, falger det af (8.6.2),
at

()/¢(s) == Amn™".

(8.8) Eksempel. Ligningen (8.1.1), der bestemmer foldningen o * v, giver mening, nar
a: N — Z har heltalsvaadier og ¥ : N — G har vaadier i en kommutativ (additivt skrevet)
gruppe G. Som far gadder ,associativiteten' (a « B8) * ¥ = a * (B *¥), 09 1p * ¥ = .
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Specielt falger Mobius's Inversionsformel for afbildninger ¥, v : N — G med vaadier i
gruppen G. Hvis gruppen G er multiplikativt skrevet, ska Inversionsformlen naturligvis
tilsvarende skrives multiplikativt.

Heltal spolynomierne udger et integritetsomrade Z[ X], og det ligger i braklegmet Q(X).
Specielt ligger heltalspolynomier forskellige fra 0 i den multiplikative gruppe Q(X)*. Af-
bildningenn — X" — 1 har atsavaadier i denne gruppe. Som bekendt gadder ligningen,

X”—l:HCDd,

d|n
hvor @, er det d’ te cirkeldelingspolynomium. Ved Mobius-inversion fas derfor ligningen,
@, = [ (x4 — pr@. (8.8.1)

d|n
Fx, for n = 48 er de kvadratfri divisorer 1, 2, 3, 6, og vi far:
_x®-nx®-1y x*4+1
C(X¥-1(x®-1  x841
(8.9) Eksempel. Lad p vage et primtal, og betragt polynomiet X”* — X i F,[X]. Som
bekendt gadder, at i primoplgsningen af dette polynomiumindgér praecis deirreducible (nor-
merede) polynomier af grad, der er divisor i n, og hvert sadant forekommer med multiplicitet

1. Idet a,(n) er antallet af normerede, irreducible polynomier af grad n i E,[X] fas, ved
sammenligning af graderne,

x16 _ x84 1.

Dyg

pt = Zdozp(d).

d|n
Ved Mobius-inversion falger det, a na, (n) = Yy, p"/¢1u(d), altsh,
1
ap(n) = = > u@p. (8.9.1)
d|n

(8.10) Summer. Ved vurderinger af ensum ), <x @ (k) kanman af ogtil med fordel inddrage
foldning, idet der giensynlig gadder ligningen,

dlaxpk) =Y Y aldBk/d) = _ad) > .

k<x k<x dlk d<x q<x/d
Som eksempel betragtes summen »°,  ¢(n). Vi har ¢ = w * cifelge(8.5.2). Altsaer
dety=> ud Y q. (1)
k<N d<N q<N/d

Den indre sum kan umiddelbart summeres: Vi har >~ g = $[x]([x] + 1), og dermed er

Zqux q — x? = [x] — (x - [x])(x + [x]) =: S(x). (2

| udtrykket for funktionen S(x) ligger faktoren x —[x] mellem0og 1. Heraf ses, at |S(x)| < x.
Af (1) og (2) fasfalgende ligning:

23 ) = @WN/E =3, u(d)S(N/d). 3
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Sagtning. Lad py betegne sandsynligheden for at et tilfzeldigt udtrukket par (k,[) af tal
mellem 1 og N er primisk. Da galder for alle N vurderingen,

2+logN

~ (8.10.1)

v = 2] <
72

Bevis. Antallet af primiske par (k,/) med k > [ er nemlig >, .y ¢(k), og antallet af ale

primiske par er derfor 23,  ¢(k) — 1; sandsynligheden py fas heraf ved at dividere med

antallet, N2, af alle par. Videre gadder som bekendt, at ¢ (2) = Y d~? = 72/6; heraf falger,
a6/m2=1/¢(2) =Y, u(d)d=2. Af (3) far vi derfor ligningen,

py —6/n° = %(—1 + Y mDSIN/D) = Y pd)d 2 @

d<N d>N

Som naavnt er |S(x)| < x. Det d’'teled i den farste sum pa hgjresiden er altsa numerisk
hgjst N/d. Da S(N) = N, bevares denne vurdering, hvis vi lader —1 indga i det ferste
led. Numerisk er parentesen pa hgjresiden af (4) dtsd hgist 3",y N/d < N(1+logN).
Sammenligning med f;o t=2dt = 1/N viser, at den anden sum pahgjresiden af (4) numerisk
hgjst er 1/N. Ved addition fremkommer den pastaede ulighed (8.10.1). 0

(8.11) Opgaver.
1. Visfglgende uligheder (den ferste kunforn > 1),

2< 1(n) < 24/n, n <o) < 22nn,
n?/2 < p(n)o(n) < n?, Jn/4 < o(n) < n.

[Vink (til 3. ulighed): ¢(n)o (n) er multiplikativ, og for en primtalspotens p” finder vi umid-

delbart, a ¢(p¥)o(p¥) = (p” — p" H(p"™t - /(p — 1) = pZ @ - 1/p"*Y). For
n=p'-p’ fasatsd

p(n)o(n) = n*(1- 1/p;1+1) (L= 1/pirth.
Produktet pa hgjresiden er mindre end 1, og sterre end eller lig med

1

A=1/p)) - A-1ph > [[A-1/¢%) =3

q=2

(Den sidste ligning er jo trividl, ikke?) Du kan ogsavurderened ved ¢ (2)~1 = 6/72]

2. Vis, at udtrykket i formlen (8.9.1) for «, (n) er positivt for allen, ogsanar p > 1ikkeer
et primtal.

3. Bestem gramsevagdienlimay /N2, hvor ay er antallet af Farey-braker af orden N.



9. Funktionalligningen for Riemann’s zeta-funktion.

(9.1) Setup. Riemann’s ¢-funktion er funktionen ¢ (s), defineret for Re s > 1 som summen,

1
JOED B (9.1.1)

hvor summen er over n = 1,2,..., og n® = ¢'199”, Rakken har i omradet Res > o,
hvor o > 1, den konvergente majorantrackke Y~ n~?. Funktionen ¢ (s) er altsa en holomorf
funktioni halvplanen Re s > 1.

| det f@lgende indgar ogsa gamma-funktionen I' (s), defineret for Re s > 0 ved integralet,

T'(s) = / T Lty (9.1.2)
0

Ved partiel integration er det let at vise funktionalligningen,
s+ 1) =sT(s). (9.1.3)

Trivielt er I'(1) = 1, og af funktionaligningenfasT'(k) = (k — 1)! fork =1,2,.... Ved
gentagen anvendelse af ligningen I (s) = %F(s + 1) udvides gamma-funktionen umiddel bart
til en meromorf funktion defineret i hele den komplekse plan. Den udvidede funktion har
poler af orden1i tallene0, —1, —2, ..., og er holomorf i ale andre punkter.

Endvidere indgar potensfunktionen z*, defineret for z # 0 og alle kompleksetal s viaden
komplekse logaritme:

ZS = €S|ng = eS(IOg|Z|+i argz)=|z|seisargz. (913)
Som funktion af z # 0 er z* en flertydig funktion: argumentet arg z har flere mulige vaadier
(der afviger med et heltalsmultiplum af 277), og tilsvarende har z* flere determinationer. Nar
z ikke er negativ reel, vil vi atid lade z° betegne hoveddeterminationen, defineret ved at
argumentet er valgt med — < argz < m. Nar z er negativ reel, z = —¢ hvor ¢ > 0, er der

to lige gode muligheder: .
tSeHTS
= ’
{ tse—irrs.

Den farste mulighed vadges naturligt, nér z opfattes som et randpunkt for den gvre halvplan
(Zm z > 0), den anden, ndr z opfattes som et randpunkt for den nedre halvplan.
Af definitionen far vi umiddelbart for modulus:

|ZS| — |Z|Rese—Imsargz < |Z|Reseﬂ|Ims|’ (914)

hvor ulighedstegnet gadder under forudssgning af at determinationen er hoveddeterminatio-
nen.

Nar eksponenten s er et helt tal, forsvinder flertydigheden: z* er den saadvanlige potens af
z i gruppen C*. Vi definerer ikke z* for z = 0.
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(9.2) Riemann’skurveintegral. Udgangspunktet for Riemann’s el ementaae overvejel ser er
funktionen I (s), for komplekse vaadier af s, bestemt ved udtrykket,

1 > § d
I(s) = — S
2ni J_ e 2—=1 2

(9.2.1)

Polerne for integranden er nulpunkterne for e =% — 1, dtsatallene 2rik for k € Z. | kurve-
integralet ¢~ >°, og mere generelt, i g?_‘,f , hvor R er positiv reel eller oo, integreres der langs
en kurve, der lgber langs den negative halvakse fra — R til —e, dernaest en gang rundt langs
cirklen med radius ¢ i den saadvanlige omlgbsretning, og endelig tilbage langs den negative
havaksefra—e til —R, atsa

f__: B /_;8 * /m:g + /_ ;R- (9.2.2)

Radius ¢ er valgt salille, at cirklen kun indeholder polen z = 0 for integranden.

Bemaak, at (en del af) integrationsvejen forl gber langs den negative halvakse, altsa netop
gennem de punkter, hvor z° har 2 determinationer. Det skal altsa yderligere praiseres, at
ved gennemlgbet fra —R til —e opfattes de gennemlgbne punkter som randpunkter for den
nedre halvplan, ved tilbagel gbet fra —e til — R opfattes punkterne som randpunkter for den
evre halvplan:

o2mi

= =0
&

o —2mi

| det ferste kurveintegral pa hgjresiden af (9.2.2), hvor z = —¢, er altsaz® = t*e='", 0g i
det tredie kurveintegral er z° = °¢'™*, altsA

/—8 z5 dz B /8 tse—irrs dt /—oo z5 dz B /oo tseirrs dt
e i=1 7z  Joe =1t . e i-=1z J, e —11¢"
Sladeto bidrag sammen, og brug at sinw = (e'* — e~"%)/2i. Herved far vi ligningen,
snms [t dt 1 ¥ dz
I(s) = — 4+ — —. 9.2.3
() _/8 el —1 ¢t 210 Jiz=e e7°—1 2 ( )

(9.3) Satning. Der gelder fplgende to ligninger:

snms

i) I(s)= L)), (i) 1<s>=2<2n)5—1sin”75<;(1—s>,

T

den tgrste for Re s > 1, den anden for Re s < O.
Bevis. Med substitutionen nt for ¢ i (9.1.2) fas, n&r Res > 0,

o dt
I'(s) = nS/ tfe " —
0 t
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Divider med n® og dansummenforn = 1,2,.... Da}y_ . e = 1/(e' — 1) faiger det
let, nar Res > 1, at

(D

r _/00 5 dt
W)= | T

Betragt paden anden sideligningen (9.2.3). Na& Re s > 1 kan det uendeligeintegral integre-
resheltindi O, og kurveintegral et langscirklen konvergerer mod O for ¢ — 0; sammenligning
med (1) giver derfor den gnskede ligning (i).

For at vise den anden ligning betragtes omradet Dg, der fremkommer ved at fjerne, fra
cirkelskiven med centrum O og radius R, en lille cirkelskive med radius ¢ og den negative
reelle halvakse. Randen af D er dels cirklen med radius R, dels en kurve, der |gber forst
fra—R til —e, dernasst rundt i negativ omlgbsretning langs cirlen med radius ¢, og endelig
tilbage fra—e til —R.

°10mi

Bemagk, at den sidste del af randen gennemlgbes modsat den retning, der tilsvarende defi-
nerede kurveintegralet ¢~ Vi har atsa fyp, = fl.=r — ¢ F

Vi anvender Cauchy’s integralsatning pa funktionen f(z) = z%/[(e™% — 1)z] i omradet
Dg. Polerne er tallene a = +2nni. Radius vadges, sa cirklen med radius R ikke gar
gennem nogen pol; mere praeist vadges R = (2N + 1)z, hvor N er et naturligt tal. Af
integral sseningen falger, at

1 1 (K
Py f(z)dz—%yg_R f)dz =) Res_, f(2), )

27Ti |z]=R

hvor summen er over ale poler a i omrédet Dg, dtsatalenea = +27infor 1 < n < N.
Funktionen 1/(e~% — 1) har residuet —1i z = 0 og dermed ogsai -2 in. Funktionen f(z)
har derfor i a = 2win residuet:

—(2win)*/(2rin) = —(2rn)*"Le$T/?) i

ogia = —2win er residuet tilsvarende — (2 n)*~1e=57/2 /(—i). Summen af de to residuer
svarendetil a = +2in bliver dtsh — (27 n)*~12sin(rs/2), og hgjresideni (2) er summen,

—2sin(rs/2) Y (2xn)*h (3)

1<n<N
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P& venstresiden af (2) konvergerer det andet integral, for R — oo, mod ¢~ 2 f(z)dz. Pa
cirklen, i det farsteintegral, er z = Re' for —r < v < w. Altsder dz/z = idv. Videreer
1z%] < RRese™1Tms| Endelig, da R har formen (2N + 1), skaarer cirklen med radius R den
imaginagre akse midt mellem to nulpunkter for neavneren e —* — 1, og det felger, at naavneren
er begramset vak fra 0. Vi far heraf en vurdering opad for integralet rundt langs cirklen af
formen en konstant gange R7*¢%. Antag, at Res < 0. Det falger, at det fersteintegral i (2)
konvergerer mod O for R — oo, dtsafor N — oo. Af (2) og (3) fas derfor ligningen,

—I(s) = —2(2n)* *sin(ms/2) Y n* T,
n=1

og dermed den gnskede ligning (9.3)(ii). 0

(9.4) Funktionalligningen. Funktionen 7 (s) er holomorf i hele den komplekse plan. Som
naevnt er gamma-funktionen meromorf i hele den komplekse plan. En vilkarlig af de to
ligninger (9.3)(i) eller (ii) fastlasgger derfor funktionen ¢ (s) som en meromorf funktioni hele
den komplekse plan, og beggeligninger gadder for alles. At detohgjre-sider er ensforales
er funktionalligningenfor ¢ (s). Dasins = 2sin(irs/2) cos(zrs/2), kanfunktionalligningen
skrives:

(1 —s) =2 775 cos(s/2)T (s)¢(s). (9.4.1)

Ligningen, anvendt med s := 1 — s, udtrykker ¢ (s) ved ¢ (1 — s). Indsadtes dette udtryk pa
hgjresiden af (9.4.1), fas falgende velkendte(?) ligning for gamma-funktionen,

Cs)C(1—s) =n/9SN(ws). (9.4.2)

Hgjresiden har ingen nulpunkter, og simple poler i de hele tal. Pa venstresiden har I'(s)
smplepoleri 0,—1,—-2,... og I'(1 — s) har (derfor) smple poleri 1,2, .... Af lignin-
gen falger derfor, at I'(s) ikke har nulpunkter. Akvivaent har I'(s)~1 simple nulpunkter i
0,—1,—-2,...,0gingen poler. Af (9.4.2) falger, at (9.3)(i) alternativt kan skrives,

I(s) = ¢(s). (9.4.3)

ra-s
(9.5) Specielle veerdier. Vaadien I(s) kan umiddelbart bestemmes, nar argumentet s er et
helttal. Antag nemlig, at s = k € Z. Daer z° holomorf i hele den komplekse plan. Felgelig
er de to uendelige integraler i (9.2.2) modsatte, og det midterste integral er integralet rundt
langsen (lille) cirkel af en meromorf funktion. Altsaer

I(k) = Res,—oz*1/(e7 — D).
Vagdien kan udtrykkes ved Bernoulli-tallene By, der bestemmes ved rakkeudviklingen,

z B

et —1 n!
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hvor B, = Oforn < 0. Det falger, at zx"1/(e7% — 1) = 3 (=1)" L(By/k)Z¥+"=2, og
Specielt er
B1

A-k!’

hvor hgjresidennaturligviser O, nark > 1. Nark erulige, k = 1—2n,ersin(zk/2) = (—-1)",
sa(9.3)(ii) giver ligningen,

I(k) = (=1

Bo,
£(2n) = (—1)"+1(2n)2"ﬁi)! : (9.5.1)

Specidter £(0) = —%, 0g¢(—2n) =0forn > 1. Forn > 1er (9.5.1) klassiske vaadier af
rakken (9.1.1).
Alternativt kan vi direkte bruge (9.4.3):

k+1D! T(k+1)

(—1) c(—k). (9.5.2)

Fork > O0erI"'(k+ 1) = k!, og det falger, at

Bi11

1y — 1k
q k)—(l)kJrl

(9.5.3)

De ulige Bernoulli-tal er By = —3 0g B+1 = Ofor k > 0. Af (9.5.3) falger altsigen, a
¢(0) = —3,09¢(—2k) =0fork=1,2,....

Bemagk, at ligning (9.4.3) ikke giver information om vaadierne ¢ (k) fork = 1,2,...,
idet vi herhar 1/T"(1 — k) = 0.

(9.6) Bemaerkning. Funktionen I (s) pavenstresiden af ligning (9.4.3) er holomorf i heleden
komplekseplan; faktoren " (1—s) ~! p&hgjresiden er ligeledesholomorf. Af ligningenfalger
derfor, at ¢ (s) er holomorf p& nagr eventuelt i nulpunkternefor I'(1 — s) ~1. Disse nulpunkter
er, ifalge (9.1), s = 1,2, ..., og de er simple nulpunkter. Da I (s) ogsa har nulpunkter for
s =2,3,...,er{(s) atsaogsaholomorf i disse punkter. Tilbager bliver punktet s = 1. Her
har I'(1 — s)~1 et simpelt nulpunkt, og 7 (1) = 1; punktet s = 1 er atsd en simpel pol for
g(s).

(9.7) Opgaver.

1. Vis, at I(s) er holomorf i hele den komplekse plan, og uafhaangig af valget af ¢.
Vis, @ I'(3) = /7.

Vis, at Ress—1 ¢(s) = 1.

Bestem vagdierne ¢ (2) og ¢(4).

Vis, at £(s) er reel for allereelle vaadier af s # 1.

arwWDN
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