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MASO-Eksempler

Eksempel 1. Et par talfelger:

(1) 0,0,0,0,0,0,..., x,=0 —0,

) 1,1,1,1,1,1,..., x,=1 —1,

(3) O’ 1’ 07 17 07 1’ L] xn = (1+ (_1)”)/2’

4 0,1,0203,..., xp, =n(l+ (=1 /4,

(5) 1’%’%’%’%""’ xn:% %O’

(6) L3, 5238 ., xy=2-1/2"1 -2

@) 1,1,2,3,5,8,13, ..., Xp = Xp—1+ Xn—2 — 00,

(8) 1’%’%’%’%’%""’ yn:xn—i—l/xn %(1_'—\/6)/27
2 3 4 5

9) 2% % 3., m=0+DH" —e,

(10)

VILVIHVLA 114V x =141 — (14+V5)/2,

(11) 1,V2, /3, ¥4, 35,..., x,=%n —1,

(12) 2,3, 2,238 ., x=1+1+3+F+-+5 e,

(13) L3883 ..., x=1+3++3% oo,

(14) 13358 . wm=1l-3+3-2+---£% —in2
2 13 76 263 1 1 1 1

(15) Ly m 1855, Wm=l-g+t5—3+ ETzg —3

At falgerne konvergerer som anfart, er bestemt ikke oplagt.

Eksempel 2. Falgeni eksempel 1(7) er Fibonacci’stalfelge, og falgen (y,) i (8) er defineret
ud fradeni (7). Hvis man antager, at falgen (y,) er konvergent, er det ikke sa svaat at
bestemme gramsvaadien y = limy,: Af x, 12 = x,11 + x,, f&s

Xn+1+ Xn Xn+1

1
Ynt+1l = = +1=—+1

og sagiver regler for regning med gramsevaardi, at y = 1/y + 1, dler y2—y — 1 = 0, hvoraf

1+5
5
idet y = %(1 — /5) er udelukket, day, > 0. Gramsevaadien kaldesi gvrigt det gyldne snit.
Tilsvarende med (10): Antages, at falgen konvergerer (mod et tal x), sa giver ligningen
xp = /I+F x,_1 ved granseovergang, a x = +/1+ x, hvoraf x2 = 1 + x, hvilket er
ligningen for det gyldne snit. Det er i gvrigt ikke s svaat at vise, at antagel serne er korrekte.

y:
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Eksempel 3. Hvem vinder:

2 log(n°® + 300n) 2n%%0 4+ 300 27590 4 1
5 — 00, — 0, +
no0 4 3,2 n n0l 4+ 1 31°%0 4+ 300

Den sidste bruger, for polynomier i tadler og naevner, at ,,graden bestemmer”.

— 0+

— 2
= 3.

wInN

Eksempel 4. x, := ¥/2=2Y" — 20 =1 fordi 1/n — 0o0g 2* er kontinuert.
yn 1= 4n =nY" — 1, fordilogy, = log(n'/") = Llogn — 0 (hvem vinder!), og sa
vil y, = exp(log y,) — €® = 1.

Eksempel 5. Fakultet, n!, vinder over eksponentialfunktion, a”, men taber til n":

lima"/n! =0, limn!/n" = 0.

Eksempel6 Raskkenz er divergent: Iafsnitssummensn sadtesparenteser: omkringferste
led 1 (det er ret overflﬂdlgt) omkring de neeste to, 3, 3, omkring de nate fire 3, £, 3, 3,

omkring de naeste otte osv. Der kan sadtes k parenteser, 'nar n>14+424+448+4... 421 =
2—1.Forj=0,1,2,... starderiden j'te parentes2’/ breker, hvoraf denfarste (og stzrste)
er 2—1, Summen af brgkernei den j’te parenteser derfor mindstligmed2/-1/2/ = 1. Summen

af dek parenteser er derfor mindst k- 1 = k. For et givet k har vi altsas, > k, narn > 2K —1.
Altsas, — oo forn — oo.

Eksempel 7. Rakken Y 72 ;1/n! er konvergent: Sammenlign med kvotientragkke, fx med
> (1/2)", som vides at veae konvergent. For n > 0 er 1/n! < 1/2" (hvem vinder?), og det
er nok. Faktisk er 1/n! < 1/2"~1for allen > 1, og derfor er

o 1 o 1
anla<zn 12;11_1Jr +(@) =2
Laggges 1 til pabegge sider fas, at Y 2 5 1/n! < 3. Faktisker Y ~° 1/n! = e.

Eksempel 8. Kig parakkerne (men henblik pa konvergens/divergens):

(1)Zn +n+1’ ()Zn4+3n_+11’ (3)211 +n+1’

% 1 1 1!
@Y ! 4+3n”_+ , (5)2(”:,), (6)2(”;;2)-

(1) er divergent, daa, — %1; betingelsen a, — O er atsaikke er opfyldt. | (2) er tadleren
i a,, dtsAn? + n + 1, af samme starrelsesorden som n?2; derfor er breken a, af samme
sterrel sesorden som breken b, 1= n?/(4n? — 1):

apn WP+n+1)/@nP-1) nlP+n+1

L = 1.
by n2/(4n3 — 1) n? ~




MASO EXPL 3
24. januar 2003

Derfor er rakkerne ) " a, og > _ b, samtidig konvergente. Med andreord: i a, kan n?+n+1
i tadleren erstattes af n2, nér man undersager konvergens. Tilsvarende kan neavneren 4n3 — 1
erstattes af n3. N&r det er gjort, er a, erdtattet af n?/n® = 1/n; Day_ 1/n er divergent, er
(2) divergent.

Tilsvarende er (3) konvergent: a,, i (3) har samme starrelsesorden som n?/n* = 1/n2, og
3" 1/n? er konvergent.

| (4) er a, af sammestarrelsesordensomb,, = n?*/n® = 1/n";dalim %/b, =lim1/n =
0, er " b,, og dermed ogsa (4), konvergent.

Rakken (5) er konvergent, idet

@1 _ (427t 42?1
a, m+D2-n+1)! w+1D2 n+1
0g (6) er konvergent, idet

0

a1 _ (142! 2
ap,  (n+ 1! 20+1)72

= (n 422"V = (n 4222+ S 0,

Eksempel 9. Regning med potensrakker. For x| < 1er:

1+x4+ 243+ . =1-0"1 14+ x24+x4+x%+... =1 -x%»71,
X+ = x4 x4+ x ) = x/(A = X2,
Foreksempel er 3 + (33 + (3)°+ .- =3/a- 1 = 2.

Eksempel 10. Et par Taylorrakker, den ferstefor |x| < 1, degvrigefor alle x:

2 x3

-1_ 2,8 x_qa X X X
AQA=—x)"=14+x+x"+x"+---, e_1+1!+2!+3!+ ,
x2  x* x5 . X 3 x® X
cosx=1-—+——"—+4+---, SNx = — — — 4+ — — — 4+ ...,

11 3 5 7
Eksempéd 11. Regning med kompleksetal:
(—=83—4i)+ (—142i)) = (=3—1) + (=4 +2)i = —4— 2i,
(=3 —4i)(=142i) = (=3)(—1) + (=3)-2i + (—A)(~D)i + (—4)-2i
=3+ (—6+4)i —8i°=11-2i,
(—142)°=-3-4i, (—1+42)°=(-3—4i)(-1+2)=11—2i,
A+ =144 +6i°+4%+i*=1-6+1)+@A—4)i=—4

i den sidste regning indgér binomiaformlen (1 + x)* = >} _,(})x* og udregningen af
potenserne af i:
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Eksempel 12. Nogle komplekse starrelser:

EXPL 4

z Rez Imz 1z argz Z 1/z
1 1 0 1 0, 2, 1 1
-1 -1 0 1 -7, 7, 37, -1 -1
i 0 1 1 5. ¥, —i ~i
1+i 1 1 V2 z, ==, 1—i (L—1i)
1. .3 1 3 2t —4 1 ./3 1 /3
R R R N N B I BT
3+4i 3 4 5 Arctan(3) 3—4i (3 — 4i)
11— 2i 11 -2 | 5/5 Arctan(72) 11+2i 35 (11 + 2i)

T

Arctan(r) = tan—1r er lasgden af den bue (vinkel) 6, med —% <6 < %, som opfylder,
attan6 =r.

Eksempel 13. Nogle kvadratredder:

Vi=+1, V=1=+4i, Vi=+1+i)/V2

V2+1 V2-1
Viti=, i\
+1 5 +1 5 )
NEE VE L2432 8
/R4 = /%H %: /54—1“/5:14—21';

de to sidste resultater kan ogsa multipliceres med —1.
En kubikrod af 1 (en tredie enhedsrod) er en af de tre lasninger til ligningen z2 = 1, dltsa
ud over 1 ogsa
3

tcosZ yisny = £(—2+i YD)
E R B R

For kvadratroden fas;

21 .21 .
VL4 = +(cos—— +isn—=) =+ +iB).

En kubikrod af 11 — 2i, altsAen lgsning til z3 = 11 — 2i, bestemmes ved et (heldigt) gad:
111 — 2i| = +/125 = (+/5)3, A |z| = /5. Hvisz = x + iy, er dltsdx? + y2 = 5. Hvisx, y
her skullevaae heletal (det er det, der er det heldige gadt!), méttevi have (x, y) = (£1, +2)
eller (£2, +1). En let udregning giver, at (—1+ 2i)3 = 11 — 2i. Altsherz = —1+2i en
lgsning. Deto andre l@sninger fas ved at multiplicere z med en tredie enhedsrod.
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Eksempel 14. Der er trergdder i polynomiet z3 — 6z2 + 11z — 6,
P -6 +11z-6=(z— D -2 —23.

Som bekendt gadder nemlig (kendt fragymnasiet): Hvis p(z) = a,z" + - -+ + a1z + ao har
heltalskoefficienter (dvs a; € 7) og en uforkortelig brok a/s er rod i p(z), sd era | ap og
s | a,. For polynomiet her er n = 309 a, = 1. Resultatet siger derfor: Hvisa/s er rod
i p(z), sAers = 1 (dvsa/s er et helt tal) og a | 6. Rationale rgdder i p(z) findes altsa
blandt de hele tal a, der gar opi 6, dvsa = £1, £2, 3, 6. En simpel udregning viser, at
w = 1logw = 2 er redder. Og sa kan den sidste rod, w = 3, fx findes ved at udnytte, at
wiwo2w3 = —az = 6.

Eksempel 15. Der er 8 radder i ligningen z8 = 1, thi z8 = 1 betyder, at |28 = 1, dvs|z| = 1,
og 8arg(z) = arg(1), dvsarg(z) =0, 27/8, 47 /8,67/8, ... :

i

(—14i)/v/2 (1+i)/+/2
-1 1
(—1—i)//2 (1—1i)/v2

Eksempel 16. Betragt de tre funktioner fo, f1, f2, definerede pa det dbne (begramsede)
interval ]0, 1] ved falgende grafer:
y y

A
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

X X X

A
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
[
1
1
1

S

Det er funktionerne f = —x + 2, g = 4x(1 —x) + 1 og h = 1/x (lidt fortegnede).
Billedmaagdenfor f er det dbneinterval |1, 2[, ogsupremum (over x € S)ersup f(x) =
2. Men 2 er ikke en funktionsvaardi, sa f kan ikke maksimeres.
Billedmaangden for g er intervallet |1, 2], og igen er sup g(x) = 2. Her er 2 en funkti-
onsvadi, nemlig g(3) = 2. Altsamaksimeres g(x) i maksimumpunktet x = 3.
Billedmaangden for & erintervallet [1, oo[, sader er vilkarligt storefunktionsvaadier. Her
er suph(x) = +o0, 0g h kan ikke maksimeres.
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Eksempel 17. Tilsvarendemed funktioner definerede padet af sl uttede (ubegramsede) interval
=[0, oo[,fX f(x) =1—e", g(x) =e " 0g h(x) = x.

a— | |

Herer £(S) =[0, 1[, 09 g(S) =]0, 1] (x = 0 er maksimumspunktet), og 2(S) = [0, ool.

Eksempel 18. En plan kurve (vektorfunktion med 2 koordinater, i én variabel):
3 / 2
x=t"—t, x' =3tc -1, 3 - t) <3t2—1)
dler f(r) = , f'(t) = .
y=1*-1, Yy =2, = ( - () 2
Til + = % svarer punktet p& kurven: (x(3), y(3)) = (=3, —3). Tangentvektoren i dette
punkter (x'(3), y'(3) = (=1, 1.

I\

2 3 2

Eksempel 19. En plan kurve: niveaukurven f = O for funktionen f = x< — y° — y*°.
Gradientener f/ = (Zx 3y2—2y) Detersammekurvesom deni det foregaende eksempel.
| punktet (x, y) = (-3, ) er gradientenligmed ' = (— 4 16) vinkelret patangenten.

D

Punktet (x, y) ligger patangenten til kurvepunktet (—3, —32), hvis og kun hvis
x—=(=3/8)\ ( —3/4 _ 0
y — (—=3/4) -3/16 )
Multiplikation med 8-16/3 giver tangentens ligning: 8x + 32y + 27 = 0.

Eksempel 20. En rumkurve (vektorfunktion med 3 koordinater, i én variabel):
BN

Cost —sint
f(t):<sint), f’(t)=< cost ) r
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Eksempel 21. En red funktion af 3 variable: f = ¢~ In(1+ z2),

of _ oc-y 2 of 2x— 2 O _ vy &
— = -2-In(1 , —=—e"""Inl , = —.
ax < (1+29 dy ‘ (142 0z O 1122

Eksempel 22. Enfladei rummet: niveaufladen f = 1for f = x?+ y?+ 7z (en ellipsoide).
Gradientener f' = (V f)t = (2, 2y, 14z). Punktet (3, 3, 3) ligger pafladen, ogherer f/ =
(3,3, ). Punktet (x, y, 2) ligger patangentplanen, hvis og kun hvis (x, y,2) — (3, 5, 3)
er vinkelret pa gradienten, altsa hvis og kun hvis

x—1/3 2/3
<y—1/3)-<2/3)=0,
z—1/3 14/3

dvshvisogkunhvis3x + 8y + ¥z =%2.2+ 2.2 + 4. 1 = 3 = 2. Multiplikation med
3 giver felgende ligning for tangentplanen:

x+y+7z=3.

Eksempel 23. En vektorafbildning (transformation) i to varible:

X =r COSv, r COSv
. f(r,v) = . .
y =rSnv; rsnv

Deto ligninger definerer en vektorafbildningf: § — R?, hvor § € R? fx kan vaare maangden
af punkter (r, v), hvor r > 0. For givner, v er billedvektoren (x, y) bestemt ved at densnorm
er r og dens argument (vinklen frax-aksen til vektoren) er v:

renuE------------- (x, y)

I 1 7 COSv

Jacobi-matricen er
f/

_d(x,y) (cosv —rsinv
~ 3(r,v) \sSnv rcosv J’

med determinanten r cos? v + rsin®v = r. Specielt er determinanten forskellig fra 0, sa
Jakobi-matricen har en invers.

Et punkt P i planen er bestemt ved sit koordinatsad (x, y) (de retvinklede koordinater),
men det kan ogsa bestemmes ved (r, v) (de polaae koordinater). En funktion u = u(P),
der til punkter P i planen knytter reelletal, kan derfor opfattes som en funktion af 2 variable
u = h(x,y), men den kan lige sa godt fastlaagges som en funktion u = k(r,v). Deto
funktioner, u som funktion af x, y og u som funktion &f r, v beskriver i en vis forstand den
samme funktion, nemlig u som funktion af punktet P. Det er i det lys man mase kasdereglen:

cosv  —r sinv)

(Qu/or , du/dv) = (du/dx , du/dy) (sinv  COSY
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Eksempel 24. Ligningentany = x er opfyldt for (x, y) = (0, 0). Bestemmer ligningen y
somfunktion & x naa (0,0)? Med f :=tany —x er f = —1og f, = (tany)’ = 1+tan? y.
Da f; # O, er svaret ,jd'. Differentialkvotienten y’ = dy/dx bestemmes &f ligningen
O=f;+fy’-y’,alts°a

* I _ IN—=1 s 1 _ 1

*) y = (fy) fx_1+tan2y_1+x2'

Funktion y = y(x) er defineret i et lille interval omkring 0. Faktisk gedder for hvert reelt
tal x, at ligningentany = x har en og kun én Igsning y med —% < y < Z. Ligningen og
betingelsen pa y:

t T T
x =tany, 5 <y< 5
bestemmer altsa y som en funktion y = y(x) defineret for ale x € R. Den betegnes
y = Arctan(x) eller (paen lommeregner) y = tan—1x. Den opfylder ligningen (*).

Eksempel 25. Bestemmer ligningen, cfr. [S, s. 90],
x%e¥ — 2y +x =0,
y som funktion af x nag (xo, yo) = (—1,0)? Idet f(x, y) er ligningens venstreside, er
fi=2xe? +1, fi= x%e¥ — 2.

Specidt, i punktet (—1,0) er fy’ = —1 # 0. Derfor er svaret: jal For denne funktion,
y = ¢(x), & p(x0) = yo, dtsap(—1) = 0. Differentialkvotienten bestemmes af ligningen
fi+ fyy' =0, adtsa

(**) (2xe? +1) + (xzey -2y =0.

Indsatelse af (x,y) = (—1,0) giver 0= (—1) + (=1)y’, hvoraf y/ = —1; alts ¢/(—1) =
-1

Samme spergsmal med (xo, yo) = (0,0). Her er f; = —2 # 0, sa svaret er igen: jal
For denne funktion, y = y(x), er ¥(0) = 0,090 = 1+ (—2)y’, hvoraf y/ = 1/2; dtsa:

¥/ (0) = 1/2.
Bemagk, at ssgningen om implicit givet funktion kun giver, at den ferste funktion ¢ er
definereti et interval omkrint x = —1, og tilsvarende, at den anden funktion v er defineret i

et interval omkring x = 0. Sadningen giver ikke, at de to funktioner er den samme funktion,
defineret i et interval, der indeholder bade —1 og 0. [Men det er de, i dettetilfadde]]

Hgjere afledede fasved at differentiere (**) med hensyn il x, idet man taanker sig y indsat
som funktion af x. Fx skal ¢” differentieres som en sammensat funktion: differentialkvoti-
enten mht til x er ¢”y’. Differentiationen giver:

(***) (2¢¥ + 2xe’y) + (2xe” + x%e¥y)y + (x%e¥ — 2)y" = 0.
| (—1,0) var y’ = —1, saligningengiver 2—2-(—1))+(—2+11-(-=1)(-1)+(1-2)y" =0,
hvoraf 7 — y” = 0,dvsy” = 7. Altsaer ¢”(-1) = 7.

| (0,0) var y/ = 1/2, saligningen giver 2+ 0+ (—2)y” = 0, hvoraf y” = 1. Altsaer
¥v"(0) = 1.
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Eksempel 26. Bestemmer ligningen,
x%e’ —2y+z7=0,

y som funktion af (x,z) neg (xo, y0,z0) = (—1,0,—1)? Idet f(x,y,z) er ligningens
venstreside, er
fl=2xe*, fl=x%" -2 f/=1

Specielt, i punktet (—1,0, —1) er fj = —1 # 0. Derfor er svaret: ja Idety = ¢(x,z) er
dennefunktion, defineret nag (x, z) = (—1, —1) ogmedvaadienp(—1, —1) = 0, bestemmes
de afledede y’ = (3y/dx, dy/dz) & f  + f, -y =0, dtsa

(**) (2xe’ , 1) + (x%” — 2)(dy/dx, 3y/0z).

Indsadttelseaf (x, y,z) = (=1, 0, —1) giver (—2, 1) + (—=1)(dy/dx, dy/dz) = (0, 0), hvoraf
dy/dx = 20g dy/dz = —1. Altsk ¢/ (~1,-1) =20g ¢, (-1, —1) = —1.

Samme spergsmal med (xo, yo, z0) = (0,0,0): Herer f) = —2,sa ja Idety = ¥ (x, 2)
er dennefunktion, defineret for (x, z) naa (0, 0) ogmed vaadien (0, 0) = Obestemmesy’ =
¥’ af (xx), med (0,0, 0) indsat: (0, 1) 4+ (—2)(dy/dx, dy/dz) = (0,0). Altsay.(0,0) =0
og ¥.(0,0) = 1/2.

Bestemmer ligningen z som funktion af (x, y)?

Eksempel 27. Deninversetil en 2 x 2 matrix er god at kende som en formel:
a b\ ' 1 d —b
c d)  ad—bc\—c a )’

eller med ord: ,, byt om patallenei diagonalen, skift fortegn pa dem uden for, og divider med
determinanten”.

Eksempel 28. Bestemmer ligningerne

x 0g y som funktioner af ¢, dltsax = x(¢), y = y(¢), naa (to, x0, yo) = (2,4, 8)?
Det er tilfeddet n = 1, m = 2. Sgjlenf bestar her af deto funktioner £, ¢ pavenstresiden,
x’erneer den ene variabel t og y'erneer (x, y). Bogensfy ogfy er her f; og f;

e =y )7 ”_a(x,y)_ 2x —t )
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Determinanten af matricen er:

a(f. 8
a(x,y)

W? -2y
2x

= —3x% + 4xy.

0=

| det givnepunkt er vaadien= —3-42.2+4.4.8=1-4-8= 32 # 0. Derfor er svaret jal
Af x(t9) = x0 0g y(t0) = yo far vi x(2) = 4, y(2) = 8. De afledede funktioner x’ og y’

bestemmes af formlen,
x/
0=frttey (y’) ’

X\ (3 =2 o
y) 2 -t -y’
Fort =g =2erdtsa

X\ (48 -186\"'/ 0\ [(-1/16 1/2\[ 0\ [ 4
y ]~ \8 =2 -8)~ \ -1/4 3/2)\-8) \12)°
dvsx'(2) = 4, y'(2) = 12.

| dette tilfad de er det nu ikke s svaat at bestemme x, y eksplicit ud fraligningerne: Nar
x # 0, finder manletx = 12,y = 3.

dvs

Eksempel 29. Bestemmer ligningerne,

x2+y2=1,
sin2r — 2xy =0,

x, y som funktioner af r naa ved (x, y,t) = (1,0, 0)? Idet f er vektorafbildningen givet ved
venstresiden, fas:
2y

N S a2 2
|fx,y|_ }_Zy —ZX _4(y X )

Determinanten, efter indsatelse af (x, y,t) = (1,0,0), er dtsa —4 # 0, sA svaret er ja
Jakobimatricen for x, y som funktioner af ¢ bestemmes &f :

'\ _ @ )_lf’ _ 1 —2x =2y 0 _ cos2t [ —y
y’ Xy ! 4(y2 — xz) 2y 2x 2 COS2t x2 — y2 X )

Fort =0erx(0) = 10gy(0) =0, og atsax’(0) = 00g y'(0) = 1. Det er heller ikke sa
sveat at |@se ligningerne explicit.




MASO EXPL 11
24. januar 2003

Eksempel 30. Vektorafbildningenf: S — R?,

X = r COSv, r COSv
. f(r,v) = . ,
y =rSnv; rsnv

defineret p& delmaangden S € R?, hvor r > 0, er betragtet tidligere. Findes den inverse
afbildning, eventuelt lokalt? Det er spergsmalet, om man, for et givet (x, y), ud fra de to
ligninger, kan bestemme (r, v) entydigt. Det er let nok med r: Af ligningerne falger

x2+y2 = r2cos? v + r?sin®v = r?(co? v + sSnv) = r.

For (x,y) = (0,0) far vi r = 0, som ikke er brugbar, da vi sgger et »r > 0. Antag, at

(x,y) # (0,0). Dafdlger det, at
r=./x2+y2

Tallet r er dtsanormen af vektoren (x, y). Det er ogsaklart fraligningerne, at v er en vinkel
fravektoren (1, O) til vektoren (x, y).

Men s er der et lille problem: hvisv er en sidan vinkel, sder dletdlene. .., v—2r, v,
v+2m, v+4m, ... ogsavinkler. Vinklen v er altsa ikke entydigt bestemt ved (x, y). Men
lokalt kan vinklen fastlaggges. Antag, at det er givet, a (xo, yo) = (ro COSvg, ro Sinvg), 0Q
specielt at vg er en bestemt af vinklernetil (xo, yo). Sakan en vinke til en vektor (x, y) ted
ved (xo, vo) fastlasgges som den, der ligger tadtest ved vg. Altsa har afbildningen lokalt en
invers afbildning.

For at anvende sagningen om invers afbildning betragtes Jacobi-matricen,

d(x,y) (cosv —rs€inv
a(r,v) \snv rcosv )’
med determinant r cos? v + rsinv = r. Den er forskellig fra 0, da vi betragter punkter

(r,v) € S, hvor r > 0. Altsafindes den inverse, lokalt, og Jacobi-matricen til den inverse er
den inverse Jakobi-matrix:

a(r,v) _ (cosv —rsinv) " 1 (rcosv rsnv
d(x,y) \snv rcosv ~ r \—sSnv cosv

Pa hgjresiden kan vi bruge vores viden: r cosv = x ogr Sinv = y, og derfor er cosv = x/r
ogsinv = y/r. Videreer r = /x2 + y2, saindsadtelse giver:
a(r,v) 1 ( X y )_( x//x2 4 y2 y/\/xz—l—yz)
A(x,y)  JxZ 4 y2\—y/Vx2+y2 x/y/x2+y2 —y/(x2+y%) x/(x2+yD) )
@verste rakke er (9r/dx, dr/dy); den er ingen overraskelse, dar = /x2 + y2. Nederste
rakke er tilsvarende de partiell e afledede af v:

v —y v X

ax  x24y2’ dy  x24y2’
og det er mereoverraskende: Vi har ikkeet explicit ,,udtryk®, der giver vinklen v som funktion

af (x, y) for alepunkter (og sadan et udtryk findesfaktisk ikke); aligevel har vi fundet udtryk
for de partielle afledede dv/0x og dv/dy.




MASO EXPL 12
24. januar 2003

Eksempel 31. Normen er en konveks funktion R” — R, thin& 0 < A < 1, saer
IAX + (1= 2yl < [AX] 4+ (1 = 1)yl = AX| + (A = V)yl;

for det sidste lighedstegn er det benyttet, at A og 1 — A er positive skalarer.
Man kan ogsa differentiere r = |x|, fx for n = 2, hvor r = /x2+ y2. Man finder
or/ox = 1/(2y/x2 4+ y2) - 2x = x/r, og anaogt for y:

or x ar _y
ax r’ ay r’
og heraf videre,
32r 9 <x) _Yor—x(x/r) r? — x?2 B y2
ax2  ax\r/ r2 -
a%r d /x —Xy
= — | — ) = —1 -2 = —.
0ydx 8y<r) XD/ r3

og analogt for 3%r/9y?. Hesse-matricen bliver herefter:

P = i y2 —XYy
B\ —xy x2 )

Det ser jo positiv semidefinit ud: i diagonalen star kvadrater, > 0, og determinanten af
matricen er 0. Men pas pa: Udregningen gadder kun for r #£ 0, dvs (x, y) # (0, 0), og den
delmangde af R?, der bliver tilbage, nér man fjerner (0, 0), er ikke konveks. Udregningen
fortadler sdledes ikke (umiddelbart), at » er en konveks funktion.

Eksempel 32. | dimension n > 3 kan man godt have flere end n bibetingelser aktive i et
hjerne, uden at S er saalig patologisk. Fx, i dimension 3, en pyramide, hvis grundflade er en
5-kant.

| toppunktet er 5 bibetingel ser aktive, svarendetil de 5 sideflader, der gar gennem punktet.
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Eksempel 33. Maksimer x2y for xy > 409 x +y < 5. Lagrangefunktionen er L =
x%y — A1(4— xy) — A2(x + y — 5). Ligningen (8) VL = 0 giver:

(al) oL/dx = 2xy + A1y — A2 =0,
(@)  9L/dy =x°+ A1x — A2 = 0.

Betingelsen (b) efterprevesi de fire tilfadde: ¢, 1, 2, 12 (hvor de aktive bibetingelser er
markeret).
o/: 11 =0,12 =0. (a2) giver x = 0, i modstrid med xy > 4.
ol: g1 =0, =0, dtsaxy = 4. (al), (a2) giver let, at x = 0 0g y = 0, en modstrid.
2: A1 =0, g0 =0, dtsAx +y = 5. (al),(a2) giver, a 2xy = x?2, hvoraf x = 2y,
5=x+4y=3y,y=5/3, x =10/3. Enkandidat: (10/3,5/3).
012: g1 =0,g2 =0,dtsdx+y = 50gxy = 4. Detgiver (x,y) = (4, 1) og (x,y) = (1, 4),
og (al), (a2) giver i det farste tilfadde, at 8 + 411 = 1 + Aq, hvoraf 3x1 = —7 i modstrid
med at .1 > 0. Tilbage en kandidat: (4, 1)

Bedste kandidat: (10/3,5/3). Og det er et maksimumspunkt!

Eksempel 34. Maksimer x2y for y > 0, x > 0, x2 + y?2 < 5. Lagrangefunktionen
L = x%y 4+ A1y + Aox — A3(x? + y2 —5), 0g VL = 0 giver

{ (@) 2xy+ ip — 2i3x =0,
(@2) x2+r1—2r3y =0.

of): A1 = A2 = A3 = 0. Det giver x = 0, modstrid, da g2 saer aktiv.
ol: g1 =A»=A3=0,dtshy = 0. Ditgiverx2+ A1 = 0,09 dar; > Ofésviderex = 0,
modstrid, da g, s er aktiv.
2. A1 = g2 = A3 = 0, dtsAx = 0. Opfyldt for (0, y) (med A3 = 0). Mange kandidater,
med samme funktionsvaadi f (0, y) = 0.
o3 A1 = Ap = g3 = 0, altshx? + y2 = 3. Af (al) (og x # 0) f&sy = A3, og s giver (a2),
atx? —2y? =0. Dax?+ y? =3fés(x,y) = (+/2,1), medvagdi f(v/2,1) = 2.
012, ¢13, ¢23: Det er hjarnerne; vi bekymrer os ikke om Kuhn-Tucker’s betingelser, men
noterer funktionsveardierne: £(0,0) =0, f(+/3,0) =0, (0, +/3) = 0.
¢123: Intet punkt kan opfylde alle tre bibetingel ser.

Starste vaardi i maksimumspunktet (+/2, 1).

Eksempel 35. Tilladte lgsninger til et KPi planen (n=2) med m=1 bibetingelse:

Maangden S &f tilladte lasninger er, i de 4 eksempler: tom, et punkt, et liniestykke, og en
halvlinie.
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Eksempel 36. Et KP (kanonisk program), i n=>5 variable u, v, w, x, y, med m=3 bibetin-
gelser, far og efter omformning til reduceret trappeform (echelonform):

u +w — x =2, u + x — y=1,

u —v + y =1, v + x =2y =0,

u + x — y =1, w—2x + y =1,
2x —3y 2x —3y

(I et KPer ale bibetingel ser er ligninger, og alle variableer > 0.) Der sgges maksimum af
objekfunktionen i nederste ragkke. Pa matrixform:

(P)
(max), KP, 1 0 1 -1 0] 2 1 0 0 1 -1|1
1 -1 0 0 1|1 0O 1 0 1 -2|0
1 0 0 1 -1|1 0O 0 1 -2 1|11
0 0 0 2 -3 0 0 0 2 -3
Tilladte basislgsninger: Af 3-sedt af de 5 sgjler er der (3)=10. Fx:
345 giver (w,x,y) = (4,2,1), eler kort: 345:(4,2,1),

der betyder, at sgjlerne med numrene 3,4,5, altsa ag, a4, as giver en tilladt basislgsning: Vi
har 4az + 2a4 + 1las = b. Lasningen er fundet ved at | @se ligningssystemet,

x — y =1
x —2y =0,
w—-2x+ y=1
Proves alle 3-sadtene bliver resultatet:
0123:(1,0,1); el124. — ;o 0125:(2,2,1); 134:(1,1,0); 135:(1,1,0);
0145: — ;. e234: — : e235; — ;. 0245: - ; e345.(4,2,1);

et ' —’ markerer, at mindst én koordinat er negativ (og dermed ikketilladt). Der er 5 valg, der
giver en tilladt basislgsning, men 123, 134, og 135 giver naturligvis den samme, svarende il
at a; + az = b. | at findes 3 tilladte basi d @sninger:

1
0
11,
0
0

< % 8 e ©
I

R OONN

R NDMNOO

Objektfunktionen, 2x — 3y, har i de tretilladte basidgsninger vaadierne 0, —3, og +1. Den
sidste basidgsning er altsa kandidat til en maksimal 1@sning.
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Eksempel 37. Et standardprogram (SP) i n=2 variable, med m=3 bibetingel ser:

x — y <] (P) (max), SP, <, 1 -1]|1
x —2y <0, 1 -2(0
—2x + y <1, -2 1|1

2x —3y

Omformningen af (P) til et KP farer til programmet i et foregaende eksempel. Men det er
lettere at behandle standardprogrammet:

-

Maangden S af tilladte |asninger er her en (ubegraanset) polygon, med hjarneri (0, 1), (0, 0),
0g (2, 1), og 2x — 3y giver den sterste vaadi, = 1, i det tredie hjarne. Niveaulinien gennem
dette punkt er linien med ligningen 2x — 3y = 1. Da S ligger over denne linie og gradienten
peger vak fra S, er punktet et maks mumspunk.

Eksempel 38. Det duale program til (P) fraden foregaende opgave:

(P (min),SP, >, 1 1 -2| 2 X+ y—-2z7> 2,
-1 -2 1| -3 —x —2y + 7z >3,
1 0 1 ‘ X +z,

hvor der sgges minimum af objektfunktionen x + z. Farst omformes (P’) til et KP ved at
tilfgjerestvariable u, v:

() (mn,KP, -1 0 1 1 -2]| 2
O -1 -1 -2 1| -3
0O 0 1 0 1]
Basidasninger: alle 2-sad ud af 5 sgjler af proves:
o120 — @13 (1,3) : eld — : &l5 — : @23 (L2 ;
o24: — ;. @25 — ; &34 (1,1) : 35 (4,1) ; e45 —

altsa4 tilladte basidgsninger til (Q):

N R e
I

OO wWoRr

OO Nk O

OrRF OO

R OMNOO
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hvor objektfunktionen x + z har vaardierne 3, 2, 1, 5. Minimumskandidaten for (Q) er atsa
den 3. basislgsning, med vaadien 1. For programmet (P’) er minimumskandidaten derfor
(x,v,2) = (1,1,0). Det er let a se her, at minimumskandidaten faktisk er en minimal
lgsning til (P’): Enten fordi objektfunktionen x 4 z, pa maagden S’ &f tilladte |gsninger, er
nedad begramset (den er atid > 0), eller fordi S er begramset (bibetingelse (1)+(2) giver
y+z <1, 09 (1)+2(2) giver x + 3y < 4).

Eksempel 39. Den tilstraskkelige betingelse: Med yt = (1, 1, 0) som minimumskandidat
for (P’) fés, for et eventuelt maksimumspunkt x! = (x, y) for (P), falgende ligninger: Da
deto ferste koordinater i y er > O, er deto ferste bibetingelser for x ligheder, dvsx —y =1
og x — 2y = 0. Deto ligninger er jo nenme at lgse: x! = (x,y) = (2,1) og det er en
tilladt lgsningtil (P). Derfor er kandidateny en minimal lgsningtil (P’) og x er en maksimal
lgsning til (P).

Omvendt, ud frax! = (2, 1) som maksimumskandidat for (P) fas, for et eventuelt mini-
mumspunkt y! = (x, y, z) til (P’): Begge koordinater for x er > 0, s begge bibetingel ser
fory skal vaae ligheder; desuden, da den 3. bibetingelse for x gadder med skarp ulighed, er
tredie-koordinateni (x, y, z) ligmed 0. Nu er det nemt at lgse: (x, y,z) = (1,1,0). Det
er en tilladt lasning til (P’). Derfor er kandidaten x en maksimal lagsning til (P) ogy er en
minimal lagsning til (P’).

Eksempel 40. Nogleret trivielle standardprogrammer, m=n=2:
(P) (max), SP, <, 1 0|b (P") (min), SP, >, 1 0|0
0O -1|0 0 -1|c
0 ¢ b O
For (P) er den farst bibetingelse, x < b, umulig at opfylde, hvisb < 0. Tilsvarende gadder
for (P’), at den anden bibetingelse, —y > ¢, dvsy < —c, er umulig at opfylde, nér ¢ > O.
Med passende kombinationer af fortegn pab, ¢ opnas atsalet aletilfad dene 1°—4°.

Eksempel 41. Gardmand Bjarnsgrise behaver pr. uge 60 enheder af proteinet A, 84 enheder
af B og 72 enheder af C. Foderblandingen X har nggletallene 3—7-3, dvs 1kg indeholder
3enheder A, 7 af B, og3af C. Tilsvarende er Y en 2—2—6-blanding. Blandingen X koster
10kr/kg og Y koster 4kr/kg. Bjern kaber pr uge x kg af X og y kg a Y, og vil gerne
minimalisere prisen, 10x + 4y. Men han majo sarge for at grisene far, hvad de skal have:

3x + 2y > 60, Tx + 2y > 84, 3x + 6y > 72.

Eksempel 42. Min far har to papirmgller, X og Y, som producerer hhv 350 og 550 t/uge.
Hver uge skal vi levere papir til tre trykkerier 71, T2, og T 3, hhv 300, 400 og 200 t/uge. Vi
matage hensyn til transportomkostningerne: Fra X er de, til detretrykkerier, hhv 27, 22, og
15kr/t, ogfraY er dehhv 18, 16, og 12. Idet x> er antallet at tons, der transporteresframealle
X til trykkeriet T2 (osv), er omkostningerne
27x1 + 22x2 4+ 15x3 + 18y1 + 16y + 12y3.
Det vil vi minimalisere, idet vi jo maoverholde bibetingel serne:
x1 + x2 4+ x3 = 350, y1 + y2 + y3 = 550, x1 + y1 = 300, x2 + y2 = 400, x3 + y3 = 200.
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Idet vi fx dropper den farste betingelse (den er jo en konsekvens af de @vrige), og skriver
den anden betingelse sidst, er problemet pa kompakt form:

(min),KP, 10 0 1 0 0/]300 1 000 -1 -1]-250
0O 1 0 O 1 0]400 0100 1 0| 400
0O 0 1 0 O 1)200 0010 O 1| 200
0O 0 0 1 1 1550 0001 1 1| 55
27 22 15 18 16 12 0O 000 3 6

Det svarer til et SPi to variable:

(min) 3y2+6y3  for —yo—y3 < —250, y2 <400, y3<200, y2+y3<550.
y3

250
200

~

Y2
250~._ 400 550

~

Gradienten for 3y, + 6y3 er (3, 6) ~ (1, 2); det fremgar, at minimum antages for (y2, y3) =
(250, 0), og safas y1 = 300, x3 = 200, x» = 150, x1 = O.

Eksempel 43. Et generelt program: (P) maksimer 3¢ + 5x for
s—t+2x=1 t+x<2, t+2x<3, 2t+3x<4 2s—3r+x<1,

idet s, t er frievariable og x er bundet (x > 0). Brug den farsteligning|s = ¢t — 2x + 1 {til
a eliminere s fra de gvrige bibetingel ser og fra objektfunktionen:

(max) 3r+5x forr+x<2, t+2x<3, 2r+3x<4 —1r—3Ix<-L

Med en restvariabel y (y > 0) erstattes den ferste ulighed med en ligning, r + x + y = 2,
dvs|t = —x — y + 2|, og hu kan ¢ elimineres:

(max) 2x—3y forx—y <1l x—-2y<0, —2x+4+y<1
idet en konstant er fjernet fra objektfunktionen. Det sidste problem har vi lgst: maksimum
antagesfor x = 2, y = 1, og sagiver degemteligninger,att = —1,s = —4.
Det duale program, far og efter et par omformninger:

(P (min), > % ok ok sk %k ok sk
1 0 0 0 20 1 0 0 0 2|0
-1 1 1 2-3|3 01 1 2-1)|3
* 21 2 3 1|5 * 0 0 1 1-2]|2
12341 0010 1]
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Kaldesdefemvariabler, u, x, y, z, er defiresidste bundne. Forsteraskkegiver |r + 2z = 0

Neeste rakke giver |u +x +2y —z =3 | Dau > 0, er det uligheden x + 2y — z < 3, og
tredie rakke er uligheden x + y — 2z > 2; objektfunktionen er x 4 z. Det har vi lgst i et
tidligere eksempel: (x,y,z) = (1,1,0),ogsaeru =0,r = 0.

Indsadtelse i objektfunktionen giver sup(P) = 7,inf (P') = 7.

Betingelsen c'x = y'b undersagesfor xt = (s, ¢, x) = (=4, —1, 2), jfr [F, Sedning 4.7]:

Bibetingelser med ‘ <’: nummer 2,5; bundne variable med ‘> 0': nummer 3. Det giver
fory! = (r,u, x, y,z): 2.095. koordinat = 0, dvsu = z = 0, og 3. bibetingelse en lighed.
| forvejen er farste og anden bibetingelse en lighed. Den farste siger r + 2z = 0, altsa
r = 0,0gnusiger deto gvrige, at x +2y = 3,2x +3y = 5, hvoraf x = y = 1. Altsa
y'=(0,0,1,1,0).

Omvendt kunnevi have checket et (heldigt) gagt pa (0, 0, 1, 1, 0) somden minimalelgsning
til (P'):

Bibetingelser med ‘>": ingen; bundne variable med * >": 3,4. Det giver for programmet
(P): 3. 09 4. bibetingelse er ligheder. Da 1. bibetingelse i (P) var lighed, kan vi |gse:
(s,t,x) = (—4, —1, 2). Bingo, gadtet var korrekt!




