MASO SO1
17. december 2001

Supplerende M ASO-opgaver

Opgavel. (Vinteren 1990-91, opgave 1)

a) Vis, at rakken
(0.9] I’ll
= 10"
er divergent.
b) Vis, at raskken
n=1 (2n)!
er konvergent.

Opgave 2. (Vinteren 1990-91, opgave 2)
Gar redefor at ligningssystemet

Mt —ut+v—x’—y2=1

WB—u+v2—xysnu=1

i en omegn af punktet (x, y,u,v) = (1,0,0,1) fastlaegger u og v som C°°-funktioner

u=gi(x,y),v=ga(x,y)af x 0gy.
Beregn funktionalmatricen Dg i punktet (1, 0), hvor g = (2)

Opgave 3. (Vinteren 1990-91, opgave 3)
Betragt afbildningen F : R? — R? givet ved
F(x,y) = (e +x(1+ y), 2¢*Y — 3y).
Gar rede for, at der findes en @en omegn U omkring punktet (2, 0), sdledes at F afbilder
U injektivt pa en aen omegn V = F(U) omkringe F (2, 0), og saledes at den omvendte
afbildning G: F(U) — U til restriktionen af F til U er en C°°-afbildning.
Bestem funktionalmatricen DG i punktet F (2, 0).

Opgave4. (Vinteren 1990-91, opgave 8)
Betragt fglgende linesere program:
(P) Maksimer —2x1 + x2 under hensyn til bibetingelserne

X1 —x2 — bxz3 = -3
—7x1+3x2+2x3 <5

og fortegnskravene x1 > 0, x2 > 0, x3 > 0.
(8 Omform (P) til et kanonisk linesart program (Q).
(b) Find samtlige tilladte basid@gsninger til (Q).
(c) Opskriv det duale program (P’) til (P) og find en tilladt |gsning til (P’).
(d) Begrund, at (P) og (P’) har optimale lgsninger.
(e) Find en optimal lgsning til (P).
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Opgaveb. (Vinteren 1992-93, opgave 3)
Lad fo, f1, f2 veare redlle funktioner paR3, definerede ve

fotx,y,2) =y, filx,y,2) =x2+y*+72—4
f2(x,y,2) =x2—y —z.
a) Ger redefor, at fo har et globalt minimum under bibetingelserne f1 =0, f = 0.

b) Bestem et punkt (xo, yo, zo) hvori fo har globalt minimum under bibetingelserne
f1=0, fo=0.

Opgave6. (Vinteren 1992-93, opgave 6)
Vi betragter et linesart optimeringsprogram
(P) Minmier C* X under betingelsen

AX=B og X=>0,
hvor
2 2 00
A=<1 2 1 2)
0111

B' = (14 38 20)
C'=0 1 0 2
a) Find samtlige basid gsninger til (P).

b) Bestem de optimal e basis gsninger.
c) Opskriv det duale problem og | s det.

Opgave7. (Vinteren 1993-94, opgave 1)
Vis, at summen

er endelig og opfylder
—Inln2<s < —-Inln2+ Ln

Opgave 8. (Vinteren 1993-94, opgave 2)

Det oplyses, at der findesto felger af naturligetal, /,, og k,,, som opfylder:
l, — oo narn — oo, [, voksende,
k, — oo narn — 0o, k, voksende
bade!, og k, bestdr af uligetal samt
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1

| — — 7| < = fordlen.

L, 12

a) Find
lim cos(k,).
n—oo

b) Find liminf og limsup af falgen

n+ Cosn.

Vink: Husk at &, er en delfalge af falgen

Opgave 9. (Vinteren 1993-94, opgave 4)
a) Vis, at ligningen
ze” +cos(xz) =1
fastlasgger z som en funktion z = g(x, y) i en omegn af punktet (0, 0, 0).
b) Bestem
(0,00, ¢£,0,0), £/(0,0).

Opgave 10. (Vinteren 1993-94, opgave 5)
Vi betragter afbildningen
S:R? - R?,
givet ved
S(x1,x2) = (e —e*2, x1+ x2),
defineret p& hele R? og med vaadimaangden hele R2.

a) Vis, at DS er regulag i alle punkter i R?.
b) Vis, at S er injektiv.

Opgavell. (Vinteren 199495, opgave 1)
Ladfalgenao, a1, ..., an, ... vaaegivet rekursivt ved

1
an = E(an—l +ay—2) forn > 2

med udgangselementerneag = 0, a1 = 1.
(i) Visved induktion efter n, a der forallen =0, 1, 2, ... gadder

2 1,

(ii) Visat falgen a, er konvergent og bestem gramsevaadien.

(iii) Ger redefor at delf@lgen ao, a2, a4, . .. er strengt voksende og at delfalgen
ai,as, as, ... e strengt aftagende.
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Opgave12. (Vinteren 199495, opgave 2)
Lad X = {(x1,x2) € R? | 0 < |x1] < x2}.
Betragt transformationen f fra X til R? bestemt ved at f (x1, x2) = (y1, y2) hvor

() —log (1122 —log (21
yl_ g 2 ’ y2_ g 2 .

(i) Skitsér maengden X < R2.

(if) Beregn transformationen f’s Jacobi matrix og ger rede for at dens determinant er
positiv i hele X.

(iii) Visat transformationen f er enentydig (injektiv) og find den inverse transformation
til f ved at lgse ligningssystemet (x) m.h.t. x1 0g x».

Opgave 13. (Vinteren 199495, opgave 3)
Ladx=(2,2,1),y=(212,z=(1,11) € R3. Lad A = Aff (X,Y,2).

(i) Vis, at x,y og z er affint uafhaangige.
(if) Gearredefor, at manfor aler € R kan skrive (¢, ¢, 1) som en affin kombination af x
og z.
(iii) Vis, at
A={(@,b,c)eR®| —a+b+c=1}.
(iv) Gerredefor, at A er en hyperplani R3. Bestemw € R3, d e Rsa

A=HWw,d).

Opgave 14. (Vinteren 199495, opgave 4)

(i) Vis, at rekken 3% | 2}1 er divergent.

(i) Vis, at raskken 3-° 5’2’\_/% er konvergent, og giv en (endelig) evre gramse for dens
sum. Svaret kraeves begrundet.

Opgave 15. (Vinteren 199495, opgave 5)
Lad X =Y = [0, o0f.

Betragt korrespondencen F : X — Y givet ved F(x) = [x, x + 4] og funktionen
f:X xY — Rgivet ved

fl,y) =x —4y +y2.

(i) Skitséer grafen for korrespondencen F.
(if) BeregnveaxdifunktionenV : X — R givet ved

V) =max{f(x,y)[yeFx)}.
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(iii) Beregn korrespondencen

Y*(x) ={y e F(x) |f(x,2) < f(x,y)
foralez € F(x)}

og skitsér densgraf indei F’s.
(iv) Forklar ud fraskitsernefor F og Y*, at disse har lukket graf.

Opgave 16. (Vinteren 199495, opgave 6)
Betragt ligningssystemet

) 6_2”+x(2+u)+y:0
*
2¢"" +cos(y +v) +3v=12.
(i) Vis, at punktet (x, y, u,v) = (1, —3, 0, 3) passer i begge ligninger.

(if) Gar redefor, at (x) fastlaagger u og v som funktioner af x og y i en omegn af dette
punkt.

(iii) Beregnu/, u, v, og v i dette punkt.

Opgave 17. (Vinteren 199495, opgave 7)
Lad S € R” oglad (S vaare S’skomplementaamamngdei R”, (sACS er mamngden af elementer
i R", der ikke er indeholdti S).
(i) Antag, at x° € 35 (randen &f S).
Vis, at der findes falger (x¢) < S, (yx) € CS siledesat x; — x° og yx — x°.
(Vink: Vedgfor alek € N x; ogyy i n-kuglen B(x?, 3) = K (x°, 1)).
(ii) Antag, at x € R" er fadles gramsevaadi for falgerne (xx) og (yx), hvor (X¢) € S og
(yx) € CS. Vis,atx € 9.

Opgave18. (Vinteren 199697, opgave 1)
a) Begrund for hver af nedenstaende 3 rakker, at den er konvergent.

DY, IN(2)In@3) - - - In(n) '

n!

sSn?(n)
211

2) >
0 1.1
3) anlln(nn)sm(;).

1
b) Find en majorant for summen af ragkken >"°7 ; In(n%) sin(;) )
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Opgave19. (Vinteren 199697, opgave 2)
Find de komplekse |gsninger til ligningerne

a 72+ 10z +41=0.
b) 6 = —64.
L gsningerne gnskes angivet eksakt og paformena + ib.

Opgave 20. (Vinteren 1996-97, opgave 3)
Lad A vaze den delmangde af R3, der er bestemt ved

A={(x,y,2) 6R3|x2—4x—|—y2<009z>Oogx+2<4}.

a) Tegnen skitseaf A.
b) Begrund, at A er kompakt.

Opgave 21. (Vinteren 1996-97, opgave 4)
Lad funktionen F : R® — R3 vage givet ved

2X1X2X3 — X4X5X6
F(x1, x2, X3, X4, X5, Xg) = xX1x4 + x2x5 + x3x6 — 4
2,12 2 2,32 2
X7+ x5 +3x3 — 2x) + 5x5 + 2xg

a) Begrund, atligningen F (x) = Ofastlaggger endifferentiabel funktionG = (g1, g2, g3)
defineret p& en omegn U af punktet (1,1, 1) i R2 og med vaadier i R3 siledes at
G(1,1,1) =11 og

Y (x1,x2,x3) € U : F(x1, x2, x3, g1(x1, x2, x3), g2(x1, X2, x3), g3(x1, X2, x3)) = 0.
b) Bestem Jacobimatricen G'(1, 1, 1).

¢) Ladh : R® — R vage givet som

h(y1. y2,¥3) = y1— y5 — ¥3 ,

ogladk : U — R vagegivet ved k = h o G. Beregn den retningsafledede af k& i
punktet (1, 1, 1) efter retningen (1, —2, 0).

Opgave 22. (Vinteren 1996-97, opgave 5)
a) Minimer fo(x1, x2, x3) = 2x% + 2x3 + x5 — 2x2 + 2x3 under bibetingelserne

4x2 4 4x5 +x2 < 80gx1+x2>10gxy —x2 > 1.

b) Vis, a funktionen sin((2x2 + 2x3 + x3 — 2x2 + 2x3)/25) har minimum i samme
punkt som fo under de samme bibetingel ser.
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Opgave 23. (Vinteren 1996-97, opgave 6)
a) Lad C1 og C» vaae de lukkede konvekse delmaangder af R?2, som er givet ved

={(x,y)€R2|x2009x2—y221}.

= {(x,y) e R?|y > 00gy*—x?>1}.

Find en hyperplan H (u, o) som separerer C1 og C».
b) Lad C1 og C» vagede &bnekugler i RS, givet ved

=K((—-1,-1,0),1)

C2=K(0,1,2),1).

Begrund, at C1 og C> er digunkte og konvekse.
Find en separerende hyperplan H (u, o) som opfylder

supfu -c1|c1€C1} <a <inf{u-c2|c2e Ca}.

Opgave 24. (Vinteren 1996-97, opgave 7)
Der er givet et standard minimeringsproblem (P)

P) Minimer x1 + 2x2 + x3 + 2x4
under bibetingel serne

—6x1— x2+4x3—4x4>2
x1+2x2 — x420
4xq — x3—3x42>1
x120 x>0, x3>20,x4>0.

a) Opskriv det duale problem (P*).
b) Begrund, at (P) og (P* ) begge har optimale |gsninger.

c) Opskriv det til (P) hgrende kanoniske minimeringsproblem.
d) Les(P) og (P").

Opgave 25. (Juli 1997, opgave 1)

a) Afger, om raskken Y-°° Egn)), er konvergent.
b) Vis, at raskken ) °°

n—1 (1+ Tz & konvergent med sum mindre eller lig 1/2.
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Opgave 26. (Juli 1997, opgave 2)
Find samtlige radder i ligningen
?—34+72-1=0.

L gsningerne bedes angivet paformena + ib.

Opgave 27. (Juli 1997, opgave 3)
a) Lav en skitse af maengden M givet ved

M={(xy2eR|x2+y2+2<1Ax+y+z>1).

b) Begrund, at M er kompak.
c) Vis a (3, 3, 5) er et indre punkt af M.

Opgave 28. (Juli 1997, opgave 4)
Maangderne A og B i R® er givet ved
A={(x,y,2) €R>| x| + |yl + 2| < 1}
B={(x,y,2) eR3|x?+4x +y? -4y + 72— 4z < -9
a) Begrund, at A og B er konvekse.
b) Vis, a A og B er digunkte.
c) Find en separerende hyperplan H og angiv tilhgrende abne halvrum J; og J, saledes

a
ACJiog BCJp.

Opgave 29. (Juli 1997, opgave 5)

Betragt minimeringsproblemet.

Minimer 3x* + 9y* — 6x2y?2 under bibetingelsernex > 1, y > 1, y2 — 2y < 0.
a) Vis, at problemet er konvekst.
b) Find den optimale l@sning og angiv den tilhgrende Kuhn—Tucker vektor.

Opgave 30. (Juli 1997, opgave 6)
Der er givet et linesat optimeringsproblem (P).
(P) Minimer x1 4+ 3x2 + x3 under bibetingel serne
3x1+2x2 =>4
x1+x2 >1
x1+2x2+x3 =>4

x120,x22>0, x3>0.

a) Opskriv det duale problem (P').

b) Opskriv det til (P) harende kanoniske problem (Q).
c) Vis, a bade (P) og (P’) har optimale | gsninger.

d) Las(P) og (P’).
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Opgave3l. (Vinteren 1997-98, opgave 1)
a) Der er givet nedenstaende 2 raskker med positive led

X\ (n+5)12" >
Siraw L

Bevis, at begge rakker er konvergente.
b) Talfelgen (x,)nen €r givet rekursivt ved

x1=0

n (n+Ln
1 .

Som saadvanligt opfattesx,, som buemalet, dvs. enheden er radianer nér cosx,, skal beregnes.

Vis, at (x,)nen € en begramset voksende talfglge. Begrund, at falgen (x;),cn € konvergent
0g bestem dens graansevaardi. Vink: En skitse af enhedscirklen, hvor buen med laengde x,, er

indtegnet, er en hjadp.

Opgave 32. (Vinteren 199798, opgave 2)
Las ligningen
84+ 112% + 22:2 + 36 = 0.

L gsningerne bedes angivet paformena + ib.

Opgave 33. (Vinteren 1997-98, opgave 3)

Lad M veae den delmamngde af R3 der bestér af de punkter (x, y, z) som opfylder falgende

uligheder.
xX2—2c+y?—dy < -4
x2—2x—|—y2—4y— 2< -5
X2 —2x+y?—4y+7< -3
z 2> 0.

a) Lav en skitseaf M’ssnit med planen y = 2.
b) Lav en skitseaf M og begrund, at M er kompakt.
c) Begrund, at (1,2, 1) er et indre punkt i M.

Opgave 34. (Vinteren 1997-98, opgave 4)

Der er givet en funktion F : R® — R3 ved F(x) = (f1(x), f2(x), f3(x)) hvor

fi(x1, ..., xp) = 3%

fa(x1, ..., x6) = SIN(x1x4 + X2X5 + X3Xp)

— X1Xx3

f3(x1, ..., X6) = —x1X3 — X2X3 — X1X6 — X2X6 + X3X4 + X3X5 + X4X6 + X5X6 .
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a) Lad k vege et naturligt tal. Begrund, at funktionerne f1, f», f3 dleer af klasse C*.

b) Vis, a F(1,0,1,0,1,7) = (0,0,0) og begrund, at der findes en differentiabel
afbildning G defineret paen omegn W af (1,0, 1) i R3 med vaadier i R3 siledes at
G(1,0,1) = (0,1, ) ogforalez € W gadder F(z, G(z)) = (0,0, 0).

c) Beregn Jacobimatricen J; (1,0, 1) for G i punktet (1,0, 1).
Lad H : R® — R?vagegivetved H(y1, y2, y3) = (y1y2, y1+ y2) oglad K : W —
R? vagegivet som K = H o G.

d) Beregn Jacobimatricen Jx (1,0, 1) for K i punktet (1,0, 1).

Opgave 35. (Vinteren 1997-98, opgave 5)
Der er givet minimeringsproblemet

minx4—|—3x2y2—|—y4—|—z2u.b.x<O, 1<x+y+z, z<0.

a) Vis, at problemet kan omskrivestil et konkavt maksimeringsproblem.
b) Las problemet og find Kuhn—Tucker vektoren hgrendetil det konkave problem. Det
skal af besvarelsen klart fremga hvorledes | gsningen er fundet.

Opgave 36. (Vinteren 1997-98, opgave 6)
Der er givet et lineaat optimeringsproblem (P) Maksimer 2x1— 3x2-+ x3 under bibetingel serne

3x1+2x2+x3<4

X1+ x2+x3<2

X1+ 2x2+x3<6
x1 =20, x>0, x3>0.

a) Opskriv det duale problem (P).

b) Bevis, at (P) har en optimallgsning.

c) Opskriv det til (P) herende kanoniske problem.
d) Lesbade (P) og (P).

Opgave 37. (August 1998, opgave 1)
i) Lad a vazre et ikke negativt reelt tal. Der er givet 3 rakkker

oo oo oo

Z(%)n, Z(nz—l—n)a”, Z(n!)a”.

n=1 n=1 n=1

Find for hver raskke maangden af dereelletal a for hvilke raskken er konvergent.

i) Lad a1 vaae et redlt tal starre end 1. Definer successivt a,+1 = %(an + ay) for
n > 1. Begrund, at (a,),en € en konvergent talfelge og bestem dens graansevaadi.
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Opgave 38. (August 1998, opgave 2)
Las ligningen
L2243 - 43 +6:2 -8 +4=0.

L gsningerne bedes angivet paformenz = a + ib.

Opgave 39. (August 1998, opgave 3)
Der er givet en delmangde M af R3 ved ulighederne

Vx,y,2) eR3: (x,y,2) e M & y> —2y + 72— 2z +1<00gx? —3x <0.
i) Tegnen skitseaf M.

ii) Begrund, at M er kompakt.

iii) Findetindrepunkti M og begrund ud fradefinitionen af et indre punkt, at det valgte
punkt er indre.

Opgave 40. (August 1998, opgave 4)
Der er givet en funktion F : R* — R? ved

F(x,y,u,0) = (Sn@?® —x +y) + A+ u)* -1, &7 —x?).

i) Begrund, at der findes en omegn W af (1, 1) i R? og en differentiabel funktion G
defineret pA W med vaadier i R? sledes at for G = (g1, g2) gedder
G(1,1) =(g1(1,1), g2(1,1) =(0,1) og
V(x,y) e W:F(x,y, g1(x,y), g2(x,y)) =(0,0).
i) Bestem Jacobimatricen for G i punktet (1, 1).
Lad H : R? — R? vagegivet ved
H(s, 1) = (cos(s%2) +sin(r), e T +5).
iii) Vis, a H(0,0) = (1,1) og begrund, at funktionen K = G o H er defineret og

differentiabel paen omegn U &f (0, 0).
iv) Bestem Jacobimatricen for K i (0, 0).

Opgave4l. (August 1998, opgave 5)
Der er givet et maksimeringsproblem

maksmer In(4— x4 —x%y —y%2 - 7?)
under bibetingel serne
x24+y2422<1,x>0,y>0,2>0, y+z>1.

i) Opskriv den tilhgrende Lagrangefunktion og begrund at den er konkav som funktion
a (x,y,2).
ii) Leas problemet.
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Opgave 42. (August 1998, opgave 6)
Der er givet et lineaat standard maximeringsproblem (P) maksimer  7x1+ 9x2 + 13x3 under
bibetingel serne
X1+ 2x2+x3<2
x1+3x2+x3<3
2x1+ x2+x3<1.

i) Opskriv det tilhgrende duale problem (P').

i) Begrund, at bade (P) og (P') ma have optimale | gsninger.
iii) Opskriv det til (P) herende kanoniske problem.
iv) Lasbade (P) og (P).

Opgave43. (Vinteren 1998-99, opgave 1)
a) Man betragter talfglgen

xp=A—a+e “)cos(an),

hvor a er et givet tal i intervallet [0, 2]. Find liminf,_  x, oglimsup,_, ., x, i tilfsddene
hvor a er et af talene
T T T T
_’ _’ 1’ _’ _’ ‘7-[’ 2‘7-['
5 4 3 2
For hvilke af disse vaadier af a er talfglgen konvergent?
b) Undersag, for hvilke vaadier af b > 0 og ¢ > 0, falgende rakker er konvergente:

O’

(1) > n(n—1b",
neN
1 1
) neN,z;>c<" — - ).

Find summen af (1) i tilfadde af konvergens. Find summen af (2) i tilfaddet ¢ = 2.
Opgave44. (Vinteren 1998-99, opgave 2)
a) Find samtlige lgsninger til ligningen
Z4 = _167
angivet paformena 4+ ib.
b) Vis, at et komplekst tal z = 0 har |z| = 1, hvisog kun hvisz = 1/z.

Opgave 45. (Vinteren 1998-99, opgave 3)
Man betragter funktionen

()_{x%—xzsin%, forx € R\ {0},
S = 0, for x = 0.
1° Vis, a f er kontinuert og differentiabel i ethvert punkt x € R, menat f ikketilharer

Cl(R).
2° Undersgg, om der findes et interval 1 = [—§,8] med § > O, saat f afbilder 1
enentydigt pa £ (1).



MASO SO 13
17. december 2001

Opgave 46. (Vinteren 1998-99, opgave 4)
Undersag, hvilke af falgende maangder i R? er kompakte:

1
A=1{(x,y)eR?|y>0 0<x < —1},
{ (e, y) |y erl}
B={(x,y) €eR?|y>0 Lot }
- 7y y/ 72\ \y+1’
1

C={(x,y) eR?|0<y<3 0<x< ——}
y+1

Skitsér de tre maangder.

Opgave 47. (Vinteren 1998-99, opgave 5)
Man betragter det ikke-linesare maksimeringsproblem:

Maksimér f(x,y) = /9 — x2 — y2

under bibet. x? + y? < 4,
2x+y=>1

Problemet gnskes | ast; herunder opskrives problemet paform som i Sydsader 11 Afsnit 4.13,
og der besvares fglgende:

1° Find, hvilke punkter der opfylder Kuhn—Tucker’s ngdvendige betingel ser.
2° Vis, at sidanne punkter tillige opfylder Kuhn-Tucker’s tilstraskkelige betingel ser.

Opgave 48. (Vinteren 1998-99, opgave 6)
Man betragter maksimeringsprogrammet:

Maksimér x1 — x»

under bibet. — 3x1 + x2 <
(P) -

med fortegnskravet x1 > 0.

2,
1

il

Her er a er en given, positiv konstant.

1° Skitser masngden M &f tilladte lgsninger til (P), for hvert a > 0.

2° Opskriv det duale program (P’), og skitsér maasngden M’ f tilladte Iasninger til (P'),
for hvert a > 0.

3° Angiv, for hver vaadi & a, hvilket tilfadde af Hovedsagningens fire muligheder, der
indtradfer. (Hovedsadningen er Segning 6.1 i de udleverede noter af B. Fuglede om
lineaa optimering.)

4° Find samtligelasninger til (P) og (P') med angivelse af optimaevaadier, i detilfadde
hvor problemerne har |gsning.
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Opgave 49. (August 1999, opgave 1)
1° For hvilkevaadier af a er falgende rakke konvergent?

i sin(n + %)n +sn(2n + %)n
n=1 nt

2° For hvilkevaadier af b er fglgende rakke konvergent?
x© gni

>

n=1

Opgave 50. (August 1999, opgave 2)
Find samtlige l@sninger til ligningen
(2 +2:+2(2+3) =0,
angivet paformena + ib.
Opgave51. (August 1999, opgave 3)
Man betragter fglgende del maangde af R3:

1

M:{(x,y,z)e]R3lz20,x2—|—y2<
z+1

}.

1° Tegnen skitseaf M.
2° Er M lukket?
3° Er M kompakt?

Opgave 52. (August 1999, opgave 4)
Der er givet en funktion F : R? — R? ved

2 2
F(x1, x2) = (x1x2, x1x5).

1° Begrund, at der findes en omegn W af (1, 1) i R? og en differentiabel funktion G
defineret pA W med vaadier i R? séledes at for G = (g1, g2) gedder

G(1,1) =(g1(1,1), g2(1,D))=(1,1) og
V(x1,x2) € W FoG(x1,x2) = (x1, x2).

2° Bestem Jacobimatricernefor F og G i punktet (1, 1).
Lad H : R? — R? vage givet ved
H (x1,x2) = (€172, cos(x1 — x2)).

3° Begrund, at funktionen K = H o G er defineret og differentiabel pa w.
4° Bestem Jacobimatricenfor K i (1, 1).
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Opgave 53. (August 1999, opgave 5)
Der er givet et maksimeringsproblem
maksmer  f(x,y) =In(5—x% — xy — 2y?)

under bibetingel serne
x+2y<1 x>0, y>0.

1° Opskriv den tilhgrende L agrangefunktion og begrund at den er konkav som funktion
af (x, y).
2° L@s problemet.

Opgave 54. (August 1999, opgave 6)
Der er givet et linesart standard maximeringsproblem (P)

maksmer  x1 + 2x2 + 3x3

under bibetingel serne

x1+x2<1

X2+x3<2

x1+x3<3
x120,x2>0,x3>0.

1° Opskriv det tilhgrende duale problem (P)).

2° Begrund, at bade (P) og (P) ma have optimale | gsninger.
3° Opskriv det til (P) harende kanoniske problem.

4° Lgsbade (P) og (P).

Opgave 55. (December 1999, opgave 1)

(a) Bestem maengden A af reelletal a > 0, sarakken Y °° ; a” /n? er konvergent, samtidig
med at raekken Y 72 ; a” /n er divergent.

(b) Bestem maangden B af reelletal b > O, sarakken Y >, nb" er konvergent, samtidig
med at raekken 0, (Inn)"b" er divergent.

(c) Lad (x,) og (y,) veareto falger af positive reelle tal, og betragt maangden C of reelletal
¢ > 0, sarakken Y "7 ; x,c" er konvergent, samtidig med at raskken Y2 ; v, er divergent.
Begrund, at C er et interval (eventuelt tomt), altsa at der for ale ¢, c2 € C ogc € R med
c1<c<cpgadercecC.

Opgave 56. (December 1999, opgave 2)
(a) Lesligningen z3 — 2z + 4 = 0i C. Angiv summen og produktet af |@sningerne.

(b) Bestem en polynomiumsligning i C af lavest mulig grad, med reelle koefficienter og med
1,2+ i 0g 1+ 2i som lgsninger. Afger,om 1+ i er lgsning til denne ligning.
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Opgave 57. (December 1999, opgave 3)
Lad der vage givet en falge g1, g2, ..., gm, ... a kontinuerte funktioner g,,: R — R.
Betragt maangden

Wi={xeR|gix) <gax) <+ - < gnx) <+ ).

(a) Bevis, at der for enhver konvergent talfelge (x,) med ale x, € W gadder, at ogsa
gramsevagdien tilharer W.

(b) Begrund, at W er lukket.

Opgave 58. (December 1999, opgave 4)
Betragt funktionen f: R?2 — R givet ved f(x, y) := x3 — 3x — y for (x, y) € R? samt
niveaukurven N» := {(x, y) € R? | f(x, y) = 2} svarendetil niveauet 2.
Lad M betegne maangden af punkter (a, b) € N2, saniveaukurven N i et passende abent
rektangel om (a, b) definerer x som en Cl—funktion v af y.
(a) Skitsér N2 . Begrund, at punktet (—1, 0) tilhegrer N2, men ikke M> .
(b) Bestem maangden M> .
(c) Bestem v/ (b) for ethvert (a, b) € M>.

Opgave 59. (December 1999, opgave 5)
Betragt maangden

S:={(x,y) eR*|x®—y<log —1<y<0}.

(a) Skitser maangden S. Begrund, at den er lukket, og at den er kompak.

(b) Afger for ethvert (x, y) € S, om FB (dvs. FaringsBetingelsen [Sydsader |1, s. 210]) for
ulighedernex? — y <1,y <0o0g —y < 1er opfyldti (x, y).

For ethverta € R er funktionen f,: § — Rgivetved f,(x, y) := x2+ay?for (x, y) € S,
0g man betragter det ikke-lineaae problem:

Maksimér f,(x,y) nar (x,y) € S.
(0)&(d) Afger for ethvert « € R samt for ethvert (x,y) € S, hvori FB er opfyldt, om

(x, y) er et muligt maksimumspunkt for f, ifalge KTNB (dvs. Kuhn—Tuckers Ngdvendige
Betingelser [Sydsader 11, s. 210]).

(e) Begrund for ethvert a € R, a f, har et makssmumspunkt i S, og angiv dette og maksi-
mumsvaadien.

Opgave 60. (December 1999, opgave 6)

Betragt det generelle linesae program:

(P) Maksimér  3x1 + 5x2
under bibetingelserne x1+x2 <1, 2x1 + 200 < 1L x1+2x2 <0, —x1 —x2 <0
0g ingen fortegnskrav.
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(a) Opstil det duale program (P’). Begrund, at det er pa kanonisk form.

(b) Afger hvilket af Dualitetssstningensfiretilfadde, der omfatter (P) og (P').
(c) Bestem samtlige tilladte basid gsninger til det duale program (P').

(d) Las det duale program (P').

(e) Las det oprindelige program (P).

Opgave61. (Juli 2000, opgave 1)

(2) Bestem maangden A & a € R, shrakken Y 0%, n(a? + 3)" er konvergent.

(b) Bestem maengden B af b € R, sraskken Y00 n=2(b? + 3)" er konvergent.

(c) Bestem maangden D &f (k, ¢) € R?, srakken Yo%, nF(c? + 2)" er konvergent.

Opgave62. (Juli 2000, opgave 2)
(a) Bestem en polynomiumdligningi C af lavest mulig grad, med reelle koefficienter og med
iv/2,1+i0g—1+ i som lgsninger. Afgar, om —i+/2 er Igsning til denne ligning.

Lad nu g vage en reel konstant.
(b) Lesligningen z3 + gz% + g%z + g2 = 0i C, og angiv l@sningerne paformen o + i med
a, B eR.

(c) Les ligningen z8 + g2z% + g*z% + ¢® = 01 C, og angiv Igsningerne pa formen o + ip
med «, B € R.

Opgave 63. (Juli 2000, opgave 3)
Betragt kurven
Ni={(x,y) eR?|x —4y*+y* =0},
og lad M betegne maagden af punkter (a,b) € N, SA N i et passende abent rektangel om
(a, b) definerer y som en C1—funktion ¢ af x.
(a) Skitsér N, og begrund, at punktet (0, 0) ikketilharer M.
(b) Bestem maangden M.
(c) Bestem ¢/ (a) for ethvert (a, b) € M.

Opgave 64. (Juli 2000, opgave 4)
Betragt maangden

S:i={(x,y) eR?* |2y <x+2<20gy? <1+x}.

(a) Skitser maangden S. Begrund, at den er lukket, og at den er kompakt.
Betragt ulighedernex < 0, —x +2y < 20g —x + y? < 1.

(b) Afger for ethvert (x, y) € S, om FB (dvs. FaringsBetingelsen [Sydsader |1, s. 210]) for
disse uligheder er opfyldti (x, y).
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For ethverta € R er funktionen £, : § — R givetved f,(x, y) := ax?2+y*for (x, y) € S,
0g man betragter det ikke-lineaae problem:
Maksimér f,(x,y) nar (x,y) € S.
(c) Afger for ethvert a € R samt for ethvert (x, y) € Smedx = y2—1 < 0,0om (x, y) er et
muligt maksimumspunkt for f, ifelge KTNB (dvs. Kuhn—Tuckers Nadvendige Betingel ser
[Sydsader 11, s. 210]).

(d)& (e) Afger for ethvert a € R samt for ethvert (x, y) € S, hvori FB er opfyldt, om (x, y)
er et muligt maksimumspunkt for f, ifelge KTNB.

(f) Begrund for ethverta € R, at f, har et maksimumspunkt i S, og angiv ethvert af disse og
maks mumsvaadien.

Opgave 65. (Juli 2000, opgave 5)
Betragt det generelle linesae program:
(P) Maksmér —x1 + x2
under bibetingelserne x1 +x2 <1, 3x2 < -1, —x1 —x2 <1
og fortegnskravet x1 > 0.
(a) Opdtil det duale program (P'), og afger hvilket af Dualitetssagningens fire tilfadde, der
omfatter (P) og (P').
(b) Omform (P') til et program (Q) pa kanonisk form.
(c) Bestem samitlige tilladte basis gsninger til programmet (Q), og |@s dette.
(d) Las det duale program (P').
(e) Las det oprindelige program (P).

Opgave 66. (November 2000, opgave 1)

(a) Betragt funktionerne @, f: [1, 00[ — R givet ved henholdsvis ¢(x) = (1+ xInx)~1
og f(x) = (1+xInx)~2(1+ Inx). Bestem de afledede funktioner ¢’ og 1.

(b) Afger, om rakken >"°° 1 (1 + nInn)~2(1+ Inn) er konvergent.

(c) Afger, om raskken 3% ; (1 + nInn)~2In(n?) er konvergent.

Opgave 67. (November 2000, opgave 2)

(a) Lesligningenz?+z+1 = 0i C, bestem summen og produktet af |@sningerne, og udregn
z3 for enhver lgsning.

(b) Lesligningen z8 = 1i C, angiv Igsningerne paformen« + i meda, B € R, og bestem
summen og produktet af |@sningerne.

Opgave 68. (November 2000, opgave 3)
Betragt maangden

W::{(x,y)eR2|x21 og ex_1—1<y<2|nx}.

(a) Antag, at (xx, yx) er en konvergent punktfalgei R? med graansepunkt (a, b), og antag, at
(xx, yx) € W for allek € N. Begrund, & (a, b) tilhgrer W.
(b) Begrund, at der findesr € R, s42Inx < ¢*~1 —1forx > r. Begrund, at W er kompakt.
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Opgave 69. (November 2000, opgave 4)
Betragt kurven
N ={(x,y) 6R2|x2—y2—|—x3=0}.

Lad L betegne masngden af punkter (a, b) € N, SaN i et passende abent rektangel om (a, b)
definerer y som en C1—funktion ¢ af x , og lad M betegne mamgden af punkter (a, b) € N,
SA N i et passende &bent rektangel om (a, b) definerer x som en Cl—funktion v af y.

(a) Skitsér N, og begrund, at punktet (0, 0) hverken tilhgrer L eller M.

(b) Bestem masngderne L og M. Angiv ¢(a) og bestem ¢’ (a) for ethvert (a, b) € L. Angiv
¥'(b) for ethvert (a, b) € M.

(c) Bestem et starst muligt &bent rektangel W = A x B om (1, v/2), sder findesCl—funktion
a:A— Bmed NNW = {(x,a(x)) | x € A}. Bestem et eksplicit udtryk for «(x), og
udregn o’ (x) for dlex € A.

Opgave 70. (November 2000, opgave 5)
Betragt maangden

Si={(yeR?|—x3<y og x*<y<1},
funktionerne f1, f2, f3: R? — R givet ved henholdsvis
Ay =x*=2y, falx.y)i=—x"—2y 0og fa(x,y)=6x"—2y

samt de tre optimeringsopgaver:

(P1) Maksmér fi(x,y) nar (x,y)eS;
(P2) Maksimér fa(x,y) nadr (x,y)€S;
(P3) Maksimér f3(x, y) nér (.X, y) €S.

(a) Skitser maangden S. Begrund, at den er kompakt.

(b) Formulér problemerne (P1), (P2) og (Ps3) ovenfor som Kuhn—Tucker problemer. Afger
for ethvert (x, y) € S, om FaringsBetingelsen FB er opfyldti (x, y).

(c) Las problemet (Py).

(d) Las problemet (P2).

(e) Las problemet (Ps).

Opgave 71. (November 2000, opgave 6)

Betragt det generelle linesae program:

(P) Maksimér  x1 — 2x2 — 5x3
under bibetingelserne x1 —x2 —x3 <1, —x1+x2—3x3=—-1
og fortegnskravene x1 > 0, x2 > 0.
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(@) Omform (P) til et program (Q) pakanonisk form.

(b) Opstil det duale program (P'), og afger hvilket af Dualitetsssgningens fire tilfadde, der
omfatter (P) og (P').

(c) Bestem samitlige tilladte basis gsninger til programmet (Q), og |@s dette.

(d) Los det oprindelige program (P).

(e) Las det duale program (P).

Opgave 72. (december 2001, opgave 1)
| denne opgave betragtes talfelgen (x,,) bestemt ved

B In(n? + n)
CIn(n?) +n’

Xn

(1) Begrund, at der for allen > 2 gadder falgende uligheder:

Inn 3lnn
- g Xn g .
n n
(2) Begrund, at x, — O0forn — oc.
(3) Begrund, at raekken Y 72 ; x,, er divergent.

(4) Begrund, at raskken S"°° | x,2 er konvergent.

Opgave 73. (december 2001, opgave 2)
(1) Bestem de komplekse Igsninger z til ligningen

(z—i*+4=0.

L gsningerne gnskes angivet paformen z = x + iy, med eksakte vaadier af x og y.
(2) Angiv produktet af |gsningerne.

Opgave 74. (december 2001, opgave 3)
For hver given veadi af tallet « bestemmes en delmaangde S, af R?:

Sa ={(x,y) | y2 <x < 1—|—ay2}.

(1) Skitser S, for nogleforskelligeveadier af a. Skitserne skal illustrere, hvordan formen pa
S, aandrer sigmed a.

(2) Angiv devaadier af a, for hvilke S, er konveks.
(3) Angiv devaadier & a, for hvilke S, er en afdluttet (ogsa kaldet lukket) delmamngde af R2.
(4) Angiv devaadier af a, for hvilke S, er kompakt.
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Opgave 75. (december 2001, opgave 4)
Punktet (x, y, z) = (0, 0, 1) opfylder ligningen

(*) Byl —xyr—x—dy=1.

(1) Begrund, at ligningen naa punktet bestemmer z som en (differentiabel) funktion z =
g(x,y), atsa at der findes en funktion g(x, y) defineret i et rektangel R omkring (0, 0),
bestemt ved uligheder,

R: x| <8, [yl <9,

og et positivt tal ¢ sledes, at der for hvert (x, y) € R findesetogkunettal z,sa|z — 1| < ¢
og ligningen (*) gadder, nemlig z = g(x, y).
(2) Det kanvises, at mani (1) kantagee = § = % Dettemaantagesi resten af besvarel sen, og

kraavesikke eftervist. Begrund, at funktionen¢(t) = g(5t. 5t) er endifferentiabel funktion,
defineret for || < 1, og bestem differentialkvotienten ¢’ (0) svarendetil t = 0.

Opgave 76. (december 2001, opgave 5)
Betragt f@lgende lineagre program pa standardform:
(P) Maksimer 3x1 — x2 — 6x3 — 5x4 under hensyn til bibetingel serne,

2x1+ 2x2 — x3 — x4 < 1,
X1 —x2—2x3+x4 <1,
og med alefirevariable x; > 0.
(1) Opstil det duale program (P’).
(2) Skitser maangden af tilladte l@sninger til (P’).
(3) Las det duale program (P’').
(4) Opskriv de ligninger, der ifelge Sagning 4.7 [F, side 4.5] ma gadde for koordinaterne til
en optimal Iasning x til (P).
(5) Las problemet (P).



