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Ugeseddel 3.

Program. | den 3. uge, 16/9-20/9, behandles uendeligerakker (afduttes) og det almindelige
konvergensprincip, [GG, 83,84]. Ved ugens gvelser diskuteres emner fra de sidste forel aes-
ninger. Opgaver er GG: 2.3, 2.6, 3.1, 3.2, 3.6 (opgavernefra[GG] er samlet pa siderne 48ff).
Markeringen af gvelse 2.3 betyder, at den er beregnet til skriftlig afl evering.

Parlgar.
forn >0 = fordlen fraetvisttrin.

Kuglerne.

e Kontinuitet er defineret i [Sydsader I, s. 206-208]. Regning med kontinuerte funktioner
giver kontinuerte funktioner, og standardfunktionerne fraU21 er kontinuerte, hvor de er defi-
neret. Hvis f(x) er kontinuert, og x, — a, savil f(x,) — f(a) [forudsat, at a og dle x,
tilherer definitionsmasngden for f].

e \oksende falger konvergerer, hvis de er begraansede: Er x1 < x2 < x3 < ---, 09 er
(xn) opad begramset, da vil x,, konvergere mod sup(x,). Ellerser sup(x,) = oo, 0og (x,)
divergerer mod co.

e Uendelig rakke. For en given talfalge (a,) giver den uendelige sum,

a1+az+a3+---=zio:1ai, (+)
ikke umiddelbart mening. Men man kan betragte de endelige summer, kaldet afsnit, s1 := a1,
§2 = a1 + az, s3 = a1 + az + az, 0g, i amindelighed,

snzal—l—az—l—---—l—anzzi:lai.

Notationen (+) brugesi to betydninger. | den ene betegner det et problem: Er afsnitsfalgen
sp en konvergent talfalge; er svaret ja, siges rakken at vagre konvergent, og graansevaardien
kaldes raskkens sum. | den anden betydning er det et tal, nemlig summen, hvis raekken er
konvergent. Forvirrende? Jal

Bemagk, atindexi i er ettilfaddigtvalg. Vikanligesagodt skrive Y )2 ; ax eller Y07 ay.
e Nadvendig betingelse, [GG, s. 21]: Hvis >, ; a, er konvergent, savil a, — O.
e Kvotientragkken a + aq + ag? + - - - er konvergent, nér |¢| < 1, dtsafor —1 < g < 1, med
summen a/(1 — ¢). Bemaak, at det n'teled i raskken er ag™ 1. Det er derfor nagliggende
at skrive raskken som > 72 ag', hvor index i begynder med i = 0.

e Regnerggler, [GG, s. 23], for regning med uendeligerakker udtrykkesoftei form af formler:

Do D gbn =3y + bu).

Formlen ser rimelig ud, ikke? Den betyder falgende: Hvis begge raskker pa venstresiden er
konvergente, sa er ogsa rackken pa hgjresiden konvergent, og for summerne af de tre raskker
gadder ligheden i formlen. Prav tilsvarende med betydningen af falgende to formler:

clartaz+---)=car+car+---,
0g ai+az+az+---=(a1+---+an)+ (any1+ani2+---).
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e Radkker med positiveled, a, > Ofor alen, har voksende afsnitsfalge, s1 < s2 <s3 < ---.
Hvis (s,) er begramset, er rakken konvergent med > 77 ;a, = sup(s,). Ellerser (s,)
divergent, s, — oo, og man skriver 3" ; a, = oo.

e Sammenligningskriteriet, [GG, s. 26, 28]. Antag, a 0 < a, < b, for dlen. Daer
Yool gan < Y neqbn; Specielt, hvis Y b, er konvergent, saer ) a, konvergent. Hvis bare
0 < a, < Kb, for n > 0 (med en passende konstant K > 0), sa gadder:

Z:o: , bn konvergent = Z:o: L dn konvergent.

e Sorrelsesorden. To falger (a,) og (b,) af positive tal har samme starrelsesorden, hvis
der findes konstanter K, L > 0 saledes, at a, < Kb, og b, < La, for allen. Akvivaent
betyder det, at M < a,/b, < K, med passende K, M > 0. Og det gadder specielt, hvis
0 < limay,/b, < oo. Hvis (a,) og (b,) har samme sterrelsesorden, sa gadder , <= “
ovenfor, dvs rakken > a, er konvergent, hvisog kun hvis } " b, er konvergent.

e Decimalbrgker, [GG, s. 27]. For enhver falge (a,) a cifre, dvsa, € {0,1,...,9}, er
decimalbrgken 0, ajaz . . . a, ... defineret som summen af raskken Z;‘;lan(lio)” € R.

e Kvotientkriteriet, [GG, s. 28]. Antag, at a, > O for allen. Saer rakken > >° ; a, kon-
vergent, hvis der findes et tal g<1 sd at a,11/a, < ¢ forn > 0, og den er divergent,
hvis a,11/a, > 1for n > 0. Hvisfalgen a,,1/a, har en gramsevaadi, g, sa er rakken
konvergent, hvisg < 1, og den er divergent, hvisqg > 1; hvisq = 1 kan alt ske.

e Rodkriteriet, [GG, s. 29]. Antag, at a, > Ofor allen. Saer rakken > 7 ; a, konvergent,
hvisder findesq < 154 2/a,, < ¢ forn >> 0, og den er divergent, hvis 2/a, > 1for uendelig
mangen € N. Hvis %/a, — ¢, daer raskken konvergent, nar ¢ < 1, og den er divergent, nar
g > 1, menstilfaddet ¢ = 1 kraever specialbehandling.

e Integralkriteriet, [GG, s. 29-30]. Antag, a f(x), defineret for 1 < x < oo, er positiv,
aftagende og kontinuert. Daer F(x) := flx f(¢t)dt en voksende funtion, og der gadder:

Z:o: L f(n) erkonvergent <= F (x) er begramset.

Eksempel, [GG, s. 27]. Y12 ; 1/n? er konvergent for p > 1 ogdivergent for p < 1. Specielt
er den harmoniskerakke > 77 ; 1/n divergent.
Planen for den fjerde uge, 23/9-27/9, er at introducere de komplekse tal, [GG, 85]. Maske
nar vi ogsa lidt om talrummene R”. Ved evelserne diskuteres emner fra forelaesningerne;
opgaver er dels den farste af de to nedenstdende, dels opgaverne GG: 3.3, 3.4, 3.5.
Opgavel. Betragtfor c € R funktionerne f: ]1,00[— R, g: Ry — Rogh:]l, oco[— R
givetved hhv. f(x) = In(Inx), g(x) = x¢ og h(x) = (Inx)*. Bestem de afl edede funktioner
f/a gl Og h/.
Opgave2. (a)Vis atrekkenl—1+1 -3 +2 -1+ 21— 14... erkonvergent med
summen 0. (b) Rakkens led omordnes, sa der summeresi fglgende rakkefalge:

2 4 8

——=
1,2, 3,5,47,9,/11, 13,6, 15,17, 19, 21, 23, 25, 27, 29, 8, . ..
Hvad er systemet? Vis, at den omordnede raskke er divergent, idet af snitsfelgen gar mod co.
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