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Ugesedde 4.

Program. | den 4. uge, 23/9-27/9, er emnet de komplekse tal, [GG, 85]. Ved gvelserne
diskuteres emner fraforelaesningerne; opgaver er U3: 1 og GG: 3.3, 3.4, 3.5.

Kuglerne.

e Potensradkker. En rakke af formen > 07 janx”, jfr [GG, s. 32], kaldes en potensragkke
(du behaver naturligvisikke at kende navnet, men du skal vide, at rakker af denne form er
interessante). Falgen (a,) er enfast talfalge, og x er et reelt tal. Det interessante er at sparge,
for forskellige vaadier af x, om rakken konvergerer. Et nggleresultat er falgende: Hvis
rakken >"°7 o |an |r" konvergerer for et tal r > 0, sd er rakken Y 2 ja,x" konvergent for
ethvert x i intervallet ] —r, r[ med ensum, f(x), der er en differentiabel funktioni intervallet.
Den afledede f/(x) er ligmed summen af den potensrakke der fasved at differentiereledvis.
Tilsvarende kan man integrere ledvis, og fa stamfunktionen f(f f(t)dt. For eksempel, for
“1l<x<le

|-

4

In = x + ixz + %x3 + %x + ,
o 1+ x 4+ x2 4+ 2 4+ -,

Den mellemste linie er formlen for kvotientraskken, den gverste fas ved at integrere (chek det
lige: In(1 — x)~1 har differentialkvotient (1 — x) 1) og den nederste f&s ved at differentiere
(check det lige: (1 — x)~1 har differentialkvotienten (1 — x) ~2).

e Taylor-polynomiet af n’te orden [Sydsader I, s. 256], for en paan funktion f(x) omkring
a = 0, er summen s, 11(x) af defarsten + 1 led i potensraskken, kaldet Tayl orraekken,

FO+ 3 f' Ox+ 7 f"Ox? 4+ 5 fPOx" - *)

Taylor’'sformel [Sydsader |, s. 258] siger, at restleddet R, -1(x) = f(x) —su+1(x) har formen

Rut1(x) = f(x) = sp41() = g £ TP (",

hvor ¢ = ¢, er et tal mellem 0 og x. Hvis restleddet gar mod O forn — oo, er Taylorrakken
(*) altsa konvergent med summen f (x). For eksempdl, jfr [Sydsader |, s. 262, opgave 6], er

ex=1—|—%x—l—%x2—l—%x3—l—---.

e Det almindelige konvergensprincip siger, at hvisen given talfglge (x,,) er en Cauchy-faige,
dvshvisder for ethvert ¢ > 0 gadder, at

|, — Xm| < e ndrn,m> 0,
saer (x,) en konvergent felge. | beviset indgar tallene,

yp = 1nf{xp, Xpi1, xpy2, -+ -} = inf x,,
nzp
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for p =1,2,3,.... Detfordres, at man til eksamen kan begrunde, at y, er et tal (dvs at
infimum ovenfor ikke er —o0), at falgen (y,) er voksende (altsd y1 < y2 < y3 < ---), 0g
opad begramset (dvs y, < M for ale p med et passende M), og at felgen (y,) derfor er
konvergent. For graansevaadien,

lim y, = lim inf x,,
p—>00 p—>o0onzp

skriver en matematiker naturligvis blot liminf x,. Man skal vide, at dette tal ogsa kaldes
limes inferior for falgen (x,). Og man skal i alt dette kunne erstatte inf med sup. Men sa
kraevesder ikkemerefra[ GG, 84]. Specielt kraaves det ikke, at man kan bevise, at liminf x,,,
for en given Cauchy-falge (x;,), faktisk er graansevaadien lim x,,.

e De komplekse tal er, pr. definition, vektorerne (eller punkterne) i planen, hvor planen fx
opfattessom C := R?. Deredlleta R sidder som farstesksen i C, idet r € R identificeres
med (r, 0) € C. Vi skriver dtsar = (r, 0), og specielt er 0= (0,0) og 1 = (1, 0).
Denimaginageenhed eri := (0, 1). Somvektorerer 1 = (1,0) ogi = (0, 1) en basisfor
planen R2. Hvert komplekst tal z kan altsa entydigt skrivesz = x1 + yi. Dax1 = x, har vi

z=x+yi = (x,y).

e Addition og multiplikation. For to kompleksetal z = x + yi o w = u + vi er summen
x + y blot vektorsummen, altsa

wHz=w+x)+W+y)i=(u+x,v+y).

For produktet wz gnsker vi, at nar w = r er et redlt tal, A er rz produktet af skalaren » med
vektoren z. Videre ensker vi de saadvanlige regneregler opfyldt. Herefter far vi regnestykket:

wz = (u+vi)(x + yi) = ux +vix +uyi + viyi = ux + vyi2 + (vx + uy)i.

N&r vaadien af i2 = ii er fastlagt, er produktet altsi fastlagt. Vaadien bestemmes som
i = —1, og regnestykket ovenfor giver nu vaadien af wz:

wz = (ux —vy) + (vx +uy)i = (ux — vy, vx +uy).

Med denne vaadi er de sadvanlige regneregler opfyldt. Na&r z = x + yi, er talet r =
z(x — yi) = (x + yi)(x — yi) = x% + y? etredtta. Hvisz # 0, sherr > 0, 0g

-(x—iyrt=rrt=1;

dtsder ;71 := (x — yi)/r det reciprokke il z.
Planen for den femte uge, 30/9-4/10, er at undersgge talrummet R” beskrevet i [S, 2.5,
2.6], dvsi Sydsader, bind 11, afsnittene 2.5 og 2.6. Ugens avelser er GG: 3.4, 5.1(a,c,d,e),

5.3(ab,c), 5.14, 5.8, 5.11. Igen er den farste beregnet til skriftlig aflevering.
Anders Thorup



