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Ugeseddel 5.

Program. | den 5. uge, 30/9-4/10, majeg lige omtale de sidste par sider om kompleksetal,
[GG, s. 45-46], men hovedemnet er talrummet R” beskrevet i [S, 2.5, 2.6]. Ugens gvelser er
GG: 3.4,5.1(ac,de), 5.3(ab,c), 5.14, 5.8, 5.11. Denfersteer beregnet til skriftlig aflevering;
den blev regnet i sidste uge, sa du skal bruge afleveringen til at finde ud af om du har svage
punkter i forbindelse med skriftlig fremstilling af matematik.

Rettelser, i [GG]:
sdel;: (-1 +— (-);
sde2°: (187- +— (287
sde9q: ,forn > M +— ,forn> N;
side39™: (x1+x2,y1,52) > (x14x2, y14 y2);
sdedlio: |z.| +~ 7"

Kuglerne.

e Real- ogimaginaadel af z = x + yi er, henholdsvis, dereelletal Rez ;= x ogImz = y.
[Her, ogi det falgende, underforstasi skrivemaden, at x og y er reelleta selv omvi naturligvis
ogsakan danne x + yi nar x, y € C.]

e Den numeriske vaardi af z = x + yi er |z| = /x2 + y2. Det er bare normen af vektoren z,
sader gadder:

|z| > Oforz #0, Iz +w| < |z] + |wl, lwz| = |wl|z].
Relationerne, den sidste for w € R, er jo velkendte egenskaber ved normen. Og faktisk
gadder den sidste for alle kompleksetal w.

e Det konjugeredetal til z = x + yi erz7 := x — yi. Jjensynlig er z = 7, hvisog kun hvis
z € R. Der gadder

7+w=74+w, Zw=Zw, zZ=|z|2.

e Det reciprokke (inverse) tal til z £ O er

1 z z 1 X —1iy

z 2z z12’ x+iy  x24y2°

e Et argument for z £ 0i C er blot en vinkel, § = argz, fra vektoren 1 (pa x-aksen) til
vektoren z. Der stér , en vinkel“ og ikke ,vinklen', idet der er mange argumenter: nar 0 er et
argument for z, sd er argumenterne nemlig tallene @ + 2px for p € Z. Vinkler regnes ,,med
fortegn': den postive omlgbsretning er fraltili. Narz = x +iy og x # 0, ertanf = y/x.
Herefter kan 6 bestemmes ved at bruge den inversetil tangens (fx pa en lommeregner).

e Geometrisk beskrivelse af multiplikation: Ved multiplikation af z og w multiplicerer man
de numeriske verdier og adderer argumenterne: |zw| = |z| |w|, ogarg(zw) = argz +argw.
Den sidste relation indses sadan: Farst betragtes multiplikation med i: Er w = u + vi, Sa
eriw = —v +iu. | koordinater: vektoren w = (u, v) faresover i (—v, u). Den Sidste er
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som bekendt tvaarvektoren w til den farste; den fasved at dreje vektoren w vinklen 7 /2 i den
positive omlgbsretning. Nu fasi almindelighed:

w=(x+iy)w=xw+ y(iw) = xw + yw.

Daw og w er ortogonale og lige lange, falger det, at vinklen fraw til zw er den samme som
vinklen fra1til z, altsalig med argz. Vinklenfra1til zw er (trivielt) lig med vinklen fra 1
til w plusvinklenfraw til zw, og derfor lig med arg w plusargz.

e Additionsformlerne. Der er &t tal med numerisk vaadi 1 og argument «, nemlig tallet
uy = CoOSa + i Sna. Af den geometriske beskrivelse af multiplikation ses, at produktet
uq up har numerisk vaadi 1 og argument o + B. Altsder uq up = uq4p. Eller, skrevet ud:

(cosa +isna)(cosB +isinpB) = cos(a + B) +isSn(a + B).
Sammenligning af real- og imaginaardel paformlensto sider giver additionsformlerne,
cos(a + B) = cosa cosB — sSinasSinB, Sn(a + ) = SNa cosB + cosa sin B.

Additionsformlerne brugesi [GG, s. 42, |. 4-5] til at bevise, a arg(z1z2) = argz1 + argza.
Vi har bevist den sidste formel direkte.

e de Moivresformel cosné +i sinnf = (cosé +i sin6)", [GG, s. 44], kan tilsvarende skilles
i real- og imaginaadel, og udtrykker cosinus og sinustil n6 ved hjadp af cosé og sin6.

e Den binomeligning z" = ¢, hvor ¢ # 0, har altid n forskelligelagsninger: ud frar = |c| og
0 = argc bestemmesdeved |z| = Y/r,ogagz = (0 + 2px)/nforp=0,...,n — 1

e Kompleks kvadratrod af d € C, betegnet +/d, er en af de to lasninger til ligningen z2 =
d. De to lgsninger er eksplicit beskrevet | [GG, s. 43]. Herefter lgses den amindelige
andengradsligning az? + bz + ¢ = 0 ved kvadratur: Multiplikation med 4a giver

da(az® + bz + ¢) = (2az + b)® — b?> + dac = (2az + b)° — d,

hvor d = b? — 4ac er diskriminanten. Altser z en rod, hvis og kun hvis 2az + b = +4/d,
hvoraf den sadvanlig formel for redderne: z = (—b + V/d)/(2a).

e Algebraens Fundamental segning, [GG, s. 45]. Et polynomium p(z) = a,z" +- - -4+a1z+ap
med aop, a1, ...,a, € Cogaf gradn > 1 (dvs. a, # 0) har atid en kompleks rod; der er
faktisk n rgdder wy, ..., w, € C,09 p(z) = an(z —w1) --- (z — wy,) fordlez € C.

e Redlle koefficienter: Hvis et polynomium med reelle koefficienter har enrod z € C, sder
det konjugeredetal 7 ogsarod.
Planen for den gette uge, 7/10-11/10, er transformationer og gradient, behandlet i [S, 2.7,
2.1]. Ugens gvelser er GG: 3.9; S2.5: 4; S2.6: 1, 3 samt nedenstaende opgave.
Opgave 1.  (a) Betragt kuglen B(a; r) med centrum a € R? og radius » > 0. Er den
afsluttet? Er den begramset? Bestem en konvergent punktfelgei kuglen med et graasepunkt,
der ikkeligger i kuglen. (Las eventuelt farst opgaven fora= (0,0) ogr = 1.)

(b) Tegn mamngden S := {x € R? | x2 — 1 < x2 < x¥ + 1}. Er § afduttet? Er §
begramset? Bestem en punktfglgei S uden nogen konvergent delfalge.
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