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Ugeseddel 8.

Program. | den 7. uge, 21/10-25/10 (efter efterarsferien), omtalesimplicit givne funktioner
fra[S 2.12] (og maske lidt om invers funktion fra[S 2.11]). Opgaverneer GG: 5.9; S2.1: 1,
2,4, samt UG: 1.

Kuglerne.
e i prover igen. Maksimeringsproblemet, maksimér f(x) for x € S eller, lidt kortere,

(max) f(x) forxesS,
gar ud paat finde et punkt xo € S, hvori funktionen antager sin starste vaadi, dvs siledes at
f(X) < f(xp) fordlex e S

Et sddant punkt (der kan vazre flere) kal des et maksi mumpunkt.

Paspa! Man kunnetro, at problemet bestar i at bestemme et maksimumpunkt, men den farste
vanskelighed er, at problemet ikke ngdvendigvis har I@sninger: der findes maske det ikke
maksimumpunkter! Der er flere muligheder for funktionen f(x) for x € S:
(0) Funktionen f(x) er opad begramset, mentallet m := sup f(x) (supremum over funkti-
onsvagdiernefor x € S) er ikke en funktionsvaerdi.
(1) Funktionen f(x) er opad begramnset, og tallet m := sup f(x) er en funktionsvaadi. Det
er ensbetydende med, at der findes et maksimumpunkt.
(2) Funktionen £ (x) kan antage vilkarligt store vaardier: den er ikke opad begramset, og
sup f(X) er +o0.
Strengt taget er der yderligere et tilfadde, nemlig S = @.
Det er kuni tilfaddet (1), at der findes maksimumpunkter: det er netop de punkter xo, der
opfylder m = f(Xo).
Hovedresultat: Hvis S er kompakt (og S # #) og f er kontinuert, sd er det ngdvendigvis
tiltzelde (1), der foreligger. Bemagk, at resultatet ikke fortadler, hvordan et maksimumpunkt
sakan bestemmes.

e Niveaukurver og -flader, [S, s. 35]. For en funktion f(x) af 2 variable, altsa f: § — R,
hvor S er en &ben delmangde af R?, vil delmaangden af S bestemt ved ligningen f(x) = ¢
typisk vagre en kurve. Disse kurver, for forskellige veardier af ¢, kaldes niveaukurverne for
f. De udfylder meangden S: Gennem punktet a gar niveaukurven med ligningen £ (X) = c,
hvor ¢ := f(a).

Med 3 variable, alts S < R3, giver ligningen f(x) = ¢ en niveauflade, og for § € R”
med n > 3 taler man om en niveau(hyper)flade.

HUSK: Gradienten Vf (a) star vinkelret pa niveaufladen gennem a, [S, s. 38].

Det betyder, at tangentplanen til niveaufladen gennem a er planen gennem a vinkelret pa
V£ (a). Det fastlesgger tangentplanen, hvis V£ (a) # 0: punktet x ligger pa tangentplanen,
hvis og kun hvis vektoren x — a er vinkelret pa V£ (a). Tangentplanen er altsa bestemt ved
ligningen,

Vf@ - -(x—a) =0.

Tilfaddet Vf(a) = 0 er en undtagelse, der typisk viser sig ved, at niveaufladen gennem a
ikke er pam og glat: det er en sakaldt singularitet.
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Planen for den ottende undervisningsuge, 28/10-1/11, omfatter inversfunktion (og repetition
af konkave/konvekse funktioner), fra [S, 2.11, 4.6, 4.7]. Opgaverne er S2.1: 3; S2.12: 1;
S2.7: 3, samt opgave 1 og 2 herunder. Den farste af de felgende opgaver er altsatil skriftlig
aflevering.

Opgavel. Funktionen f: [4, co[— R er givetved f(x) = \/x — Inx.

(a) Begrund, at f er voksende, og at Inx < /x, nar x > 4.

(b) Lad (x1, y1), (x2, y2), ... vaae en konvergent punktfelgei R? med gramsepunkt (a, b).
Antag, at 4 < x; og Inxg < yr < /xk forallek. Begrund, a4 < a oglna < b < /a.
Hvis begrundel sen indeholder henvisning til kontinuitet af visse funktioner, ber det klart
fremga hvilke funktioner, det drejer sig om.

(c) Begrund, at mangden S := { (x,y) e R? |4 < x og Inx < y < /x } er lukket.

(d) Begrund, at afbildningen g: R — R? givet ved g(r) := (expt,  + cost) er kontinuert,
og a g~ 1(S) er en lukket delmaangde af R. (Det er ikke nadvendigt at finde denne
delmaangde.)

(e) Bestem en ubegramset punktfalgei S, og afger, om S er kompak.

Opgave2. Betragt funktionen f: R? — R givet ved f(x, y) = x° + y2.

(a) Begrund, at f er en C1—funktion, og angiv dens partielle afledede (* deriverede)).

(b) Beskriv niveaukurven N1 for f svarendetil niveauet 1.

(c) Begrund, at N1 omkring punktet (0, 1) definerer y som en C1—funktion af x.

(d) Bestem starst muligt interval 7 omkring 0 og C'—funktion ¢: I — R, sa grafen for ¢,
dvs {(x,@(x)) | x € I}, erende af N1. Udregn ¢’ direkte, og sammenlign resultatet
med en passende formel.

(e) Angiv en anden C1—funktion g: I — Rend ¢, sA{ (x, 3 (x)) | x € I} C Ni.

(f) Begrund, at N1 omkring punktet (1, 0) definerer x som C'—funktion af y.

(g) Bestem sterst muligt interval J omkring 0 og C'—funktion v : J — R, sa grafen
{(W(y),y) | y € J}erendd af Ni. Udregn ¢’ direkte, og sammenlign resultatet
med en passende formel.

(h) Begrund, at N1 omkring ethvert (a, b) € N1 meda # 0 og b # 0 bade definerer y som
Cl—funktion « af x og definerer x som C1—funktion 8 af y. Begrund, at o’ (a) B’ (b) = 1.

Opgave 3. Betragt funktionen f: R? — R givet ved f(x, y) = x% — y2.

(a) Begrund, at f er en C1-funktion.

(b) Skitsér niveaukurven Ng : f(x, y) = 9, og begrund, at (5, 4) ligger paden.

(c) Bestem en ligning for tangenten til Ng i (5, 4), og angiv dens had dningskoefficient.

(d) Begrund, at Ng i et passende &bent rektangel om (5, 4) bestemmer y som en C1-funktion
@ af x.

(e) Angiv ¢(5), og bestem ¢’ (5).

(f) Bestem et sterst muligt &bent rektangel W = A x B om (5, 4), sader findes C1-funktion
a:A— BmedNgNW ={l(x,a(x)r) | x € A}.

(9) Bestem en formel for den afledede o’.
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