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Ugeseddel 9.

Program. | den ugen 28/10-1/11 omtalesinvers funktion og konkave/konvekse funktioner,
fra[S, 2.11, 4.6, 4.7]. Opgaverneer S2.1: 3; S2.12: 1; S2.7: 3, samt U8: 1, 2.

Parler.

‘transformation” = vektorafbildning (eller afbildning) [ordet ‘transformation’ reser-
veres pa dansk sasdvanligvis til vektorafbildninger, der har eninvers],

‘enentydig’ = enentydig (noget gammeldags) eller injektiv. Aty = f(x) er injektiv

betyder, at to forskellige X’ er, X1 # Xo, altid giver forskelligey-vaadier, f (x1) # f(X2),
‘deriverte’ = afledede.

Kuglerne.

¢ Retningsafledet, [S, s. 36-37]. For f: S — R, etpunkt ai S og envektor vi R”, beskriver
t — a+tvenliniegennem a; punktet asvarer til = 0. Funktionent — f(a+tv) fassaledes
ved at betragte f's vaadier padenne linie: det er f’s restriktion til linien. Differentiation
mht til 7 giver den retningsafledede f,;(a) og en formel:

d
fu@ = @t V)| _o=VFf(@-v.

e Satning om implicit given funtion. Lad f(x, y) vare en C1-funktion defineret i en dben
delmangde S, og betragt ligningen:

f(x,y) =0, *)

og et punkt (xg, yo) € S hvor ligningen gelder, dvs f (xg, yo) = 0. Antag, at | fy’ (x0, yo)| #
0. Da vil ligningen for (x, y) tat ved (xo, yo) bestemme y som funktion af x, og y’ bestemmes
ved at differentiere ligningen (*), hvor y opfattes som funktion af x, ved brug af kedereglen:
frx,y) - 14 fi(x,y) -y =0.

Mere preecist: Da findes et (lille) dbent rektangel R = I x J omkring (xo, yo) sdledes,
at ligningen (*) i rektanglet er ensbetydende med en ligning af formen y = ¢(x). Med
andre ord: for hvert x € I findes preacist ét y € J sdledes, at f(x,y) = 0O; dette entydigt
bestemte y betegnes ¢(x). Yderligere gelder, at rektanglet kan valges sa lille, at | fy’l #0

for alle (x,y) € R, og s er funktionen y = ¢(x) en C'-funktion, defineret for x € I, og
differentialkvotienten y' = ¢’ (x) er bestemt af ligningen:
of [ of dy _

f)é + f)i I = 0, eller a + 5 E =0. (**)

At R = I x J er et rektangel omkring (xo, yo) betyder, at 7 og J er bestemt ved uligheder:
|x —xol <809y — yol <e.

Funktionen y = ¢(x) er implicit bestemt ved ligningen (*). Bemagk, at yo = ¢(xp), 09
at bestemmelsen af y = ¢(x) forudsadter, at der er givet en sadan begyndelsesvaardi med
f(x0, yo) = 0. Bemagk ogsa, at sagtningen ikke udtaler sig om, hvor stort intervallet 7 kan
vadges.
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e Mange variable. Du taaker sikkert pa ovenstaende resultat som det simple tilfadde [S,
s. 89], hvor f(x,y) er en funktion af to variable: S er en delmamngde af R2. Vitsen er
imidlertid, at du far det generelleresultat [S, s. 91] ved at opfattex og y som vektorer, x € R”
ogy € R™ og f som en vektorafbildningf: S — R™ (lige mange koordinater i y ogi f). |
forudsatningen [fy| # O er f), = 9f /0y Jacobimatricen (af f’ erne differentieret mht y’ erne),
og |fy| er Jacobimatricens determinant. Differentialkvotienteny” = ¢” er Jakobimatricen for
@, og ligningen, den indgar i, er en matrixligning,

af  of ay

f/ f/ / — 0 I _ I A * %
x t1y 0; édler ax+8y8x (**)
Hvis der er n variablei x, og m variablei y (og altsd ogsam koordinatfunktioneri f), sa er

f'y en (kvadratisk) m x m-matrix og f'x ogy’ er m x n-matricer.

e Hvad er det vagd? Ligningen (**) kan umiddelbart |@ses med hensyn til y': det giver
y = —(f'y) 1« Fx,forn = m = 1fésy’ = — f1/f;- Husk, at f; og f, igener funktioner
af (x,y), dtsamere udferligt:
r_ _f)é(x’ y)
[y, )’

Paspa venstresiden y’ er differentialkvotientenaf den implicit bestemte funktion ¢(x), altsa
y = ¢ (x); pahgjresiden er det underforstaet, at man skal indsadte y = ¢(x), atsa (x, ¢(x))
for (x, y). Specidt, for et givet x (tad ved xp), kan ligningen som regel kun bruges til at
bestemme ¢’ (x), nar man ogsa kender ¢(x). Men det gar man jo specielt for x = xg, hvor
¢(x0) = yo.

De hgjere afledede af y kan bestemmes ved yderligere differentiation af ligningen (**).

e Invers afbildning. At ,bestemme den inversé' til en given vektorafbildning y = h(x)
betyder, lidt | gst, at udtrykkex’ erne som funktioner af y’ erne, altsafor et givet y at bestemme
det x, for hvilketh(x) = y. Lad digikkenarreaf ordlyden: i almindelighed findesden inverse
det ikke! Givet er en vektorafbildningh: S — R”, hvor § € R”". For det farste er det kun,
nary tilharer billedmaangden, T := h(S), at man kan gere sig hab om at finde et passende x.
For det andet, nary e T, vil der i amindelighed findes mere end & x med h(x) =y, og man
maindskraake S (fx til en kugle omkring et givet xo) for at faentydigheden af x. Resultatet
fra[S, s. 84-85], at den inverse findes lokalt nér [oh/9x| # 0, fas ved at anvende saaningen
om implicit given funktion (med x og y ombyttet) pa ligningeny — h(x) = 0 (hvor altsa
f(x,y) =y —h(x)) og et givet (Xo, Yo), hvor yo = h(xo).

o Dobbelt differentiation. For en C>-funktion f: S — R i n variable betyder f;; =
32 f/dx;0x;j: differentier partielt mht ferst x; og dernasst x;. |felge [Sydsadter |, §11.6]
e fiy = fii

Planen for den niende undervisningsuge, 4/11-8/11, omfatter ikke-linesa programmering
fra[S, 4.13]. Opgaverneer $4.6: 1, 2, 3, 4, 5, samt U8: 3.
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