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Ugeseddel 10.

Program. | ugen 4/11-8/11 er emnet ikke-linesa programmering fra[S, 4.13]. Opgaverne
er $4.6: 1, 2, 3, 4,5, samt U8: 3til skriftlig aflevering.

Bemagk i gvrigt, at sSdste forelassningsdag er maraton, mandag den 2. december, formo-
dentlig kl. 8.55-14.15. Herefter er der eksamen: individuel hjemmeopgave. Opgaven udle-
veres fra M@K -sekretariatet den 3. december ki 12, og skal afleveres pa M@K -sekretariatet
senest den 6. december kl 12.00. Kursets fortsadtelsetil foraret, DOK (Differentialligninger
og optimal kontrolteori), begynder aleredei uge 1, med maratonforel assninger.

Kuglerne.

e Bemagk, at man, som det fremar af den farste kugle pa U9, kan tillade sig, for en vilkarlig
vektor v € R”, at kalde den afledede f, (a) for den retningsafledede; Sydsader [S, s. 36-37]
bruger kun ordet, nar v er en enhedsvektor.

e Hesse-matricenfor en C2-funktion f: S — Rer matricen Hesse( f)(X) = f”(x) bestdende
af de ,dobbeit-afledede’ f/(x), hvor f/ = 32 f/dx;dx;. Den er symmetrisk, idet fl =
fj’lf. Jacobi-matricen for f er rakkematricen f' = (f1,..., f). N& f’ opfattes som en
vektorafbildning, med koordinatfunktionerne f/, f&s /" som Jacobimatricen for f'.

e Positiv matrix. For en symmetrisk matrix B skrives B > 0, hvis B er positiv semidefinit,
og B > 0, hvis B er positiv definit. Med andreord: B > 0 <= v'Bv > Ofor ale v, og
B >0 <= v'Bv > Oforalev # 0.

e Deteminant-kriteriet, se [Lineaa Algebra) (eventuelt [S, s. 156]):

B >0 <= A, > 0for enhver hovedunderdeterminant A,..

B >0 <= A, > 0for en enhver hovedunderdeterminant A, ; det er nok, at D, > Ofor
de ledende hovedunderdeterminanter D,

e Under korden, [S, s. 168]. Antag i det felgende, at S € R” er en konveks delmamngde.
Funktionen f: S — R kaldes konveks, nar grafen for £, mellem to punkter a, b < S, altid
ligger under korden, der forbinder (a, f(a)) og (b, £ (b)), altsanar

f(ra+@ —1b) <Af@ + @A —1) f(b), for0<x < 1. *)

Nar S er &en og f er en C%-funktion: f konveks < f”(x) > Oforalex, [S,s. 170].

Pas pamed den simplenotation: f”(x) er en matrix, og skrivemaden " (x) > 0 udtrykker,
at den er positiv semidefinit; det undersgges typisk ved at kigge pa fortegn for hovedunder-
determinanter.

¢ Regning med konvekse funktioner, [S, s. 173, 179]: Antag f, g: S — R er konvekse. Saer
falgende funktioner pa S konvekse:

konstant, lineas funktion, af (fora > 0), f+g, max{f, g}, samtF(f),

den sidste nér F er en funktion af én variabel, som er konveks og voksende.

e Over tangenten, [S, s. 176]. Né&r S er &ben og f er en C1-funktion: f er konveks hvis
og kun hvis grafen for f ligger over enhver af sine tangentplaner (tangenter for n = 1).
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Tangentplanen gennem (a, f(a)) er grafen for funktionen f(a) + f'(a) - (x — a), sa f er
konveks «—— foradlex,a e S:

FO= f@+ ) fl@i —a. (**)
=1

l

Heraf: f (konveks) har globalt minimum i @, hvis og kun hvis a er stationzert punkt for f .

e Srengt konvekse funktioner. At f er strengt konveks betyder, at grafen ligger strengt
under (dvsikke ,pé') korden, dvs at , <“ altid gedder i (x) <= ,>“ gadderi (**) for dle
X # a. Det er tilstrakkeligt, at f”(x) > O for alle x (og det sidste kan checkes vialedende
hovedunderdeterminanter).

e Konkave funktioner. f er konkav <= — f er konveks. Heraf udledes egenskaberne for
konkave funktioner. Pas pa med determinantkriteriet: B er negativ semidefinit, hvis og kun
hvis— B er positiv semidefinit, men fortegnsskiftet, fra B til — B, bevirker kun et fortegnsskift
pade,ulige’ underdeterminanter.

Eksempel. Funktionenr = /x2 + y2 er blot normeni R?, atsar(x) = |x|. Dener konveks:
Af velkendte egenskaber ved norm fas, nar 0 < A < 1:

[Aa+(1—1)b| < [ral + [(1— A)b] = Ala] + (1 —2)|b].

Hesse-matricen fés ved at differentiere: 3r/dx = 3(x2 + y?)~Y2.2x = x/{/x2+ y2, og
tilsvarende med 0r/0y. Det kan (smart) skrives sadan: dr/dx = x/r, dr/dy = y/r,

hvoraf
a%r 0 /x Ir—x%  p2-x2 2
- ( ) - - - r3’

}"2 - }"3

ax2  dx
0g 8%r/9y? = x2/r3, og

92 9 3 3 — —
’ = —(f) = —(xr_l) = x(—l)r_z—r = =* = ﬂ
0ydx  dy \r dy dy rer r3

U i y2 —XYy
B\ —xy x2 J°

Gjensynlig er ¥ > 0 (ja, det synes du da ogs3, ikke?). Bemagk imidlertid, at funktionen r
kun er differentiabel for (x, y) # (0, 0), sd udregningen af Hesse-matricen giver ikke, at r er
konveks pa hele R?.

Planen for den tiende undervisningsuge, 11/11-15/11, omfatter Linesg programmering:
basidgsninger; Farkas aternativ fraNoterne, [F, 81, 82, 83]. @velserne er S2.12: 6; $4.13:
1, 3; S4.7: 3, samt U10: 1, dvs nedenstéende
Opgavel. (Fortsadtelseaf U8, opgave3) f: R2 — Rergivetved f(x, y) = x2 — y2, 0g
Ng er niveaukurven med ligningen No @ f(x,y) = 9.

(h) Bestem starst muligt &bent rektangel W1 = A1 x By om (5, 4), sader findesen funktion
B: B1— A1med NoN W1 ={(B(»).,y) |y € B1}.
() Angiv B(4) og B’ (4), og bestem en formel for g’(y) for aley € Bj.
() Angiv o og B eksplicit, og bestem o’ og B’ ved differentation.
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