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Ugeseddel 11.

Program. | ugen 11/11-15/11 er emnet Lineaa programmering franoterne, [F, 81, 82, 83]:
Basida@sninger; Farkas aternativ. @velserne er S2.12: 6; $4.13: 1, 3; S4.7: 3, samt U10: 1
(pa forel aesningsplanen stod der fejlagtigt U9: 1).

Kuglerne.
e Maksimerings-problemet,
(max) f(x) forxes.

Antag, at S i problemet er en konveks delmaangde af R”, at funktionen f(x) er konkav, og at
Xo er et indre punkt i S. Dagadder: xo et makssmumspunkt <= Vf(xg) = O (altsahvis
og kun hvisxg er stationaat punkt for f), [S, s. 177].

o Aktive betingelser. | Kuhn—Tucker’s sadning er delmaengden S bestemt ved , bladée’ ulighe-
der:
S g1(X) < b1, g2(X) < b2, ..., gm(X) < by, *)

(og funktionerne f (x) og g; (X) er ,pane’ funktioner). En enkelt ligning g;(x) = b; bestem-
mer typisk en niveauflade (af dimensionn — 1) i R”, og mamngden S; = {X | g;(X) < b;}
bestér af de punkter, der ligger pa den ene side af (eller pa) niveau-fladen. Niveaufladen er
typisk randen af S;. Betragt et punkt xo pa fladen, altsa g (xo) = bj. Gradienten Vg;(Xo)
er vinkelret pa fladen, og det er den retning, hvori funktionen vokser (mest). Gar man fra
Xo i gradientens retning, og ikke ret langt fra xo, kommer man altsa til punkter x, hvor
gi(X) > gj(Xo), dvs til punkter, der ikke tilharer S;. Med andre ord: gradienten Vg;(Xo)
peger vak fra S;.

Maengden S er fadlesmaangden af S;’erne, og randen af S bestar punkter, der ligger paen
eller flere af niveaufladerne, altsa af punkter x € S, hvor et eller flere lighedstegn g; (x) = b;
gadder. Hvis g;(x) = b; siges funktionen g; (eller den j’te bibetingelse) af veae aktivi x.
Feringsbetingelsen er opfyldt i x € S, hvis gradienterne Vg; (x) for de aktive funktioner er
linesat uafhangige. Det er dtid opfyldt, nar x ligger i det indre af S. At det er opfyldt for
et punkt x paranden af S, betyder intuitivt, at de niveauflader, der gar gennem Xo, , Skaaer
hinanden pamt“, sa at randen ikke bliver singulaa i xo. Bemaak, at faringsbetingelsen alene
er en betingel se pa delmaagden S; den involverer ikke funktionen f.

e Kuhn—Tucker’s sagning. Betragt problemet (max), hvor S er beskrevet ved ulighederne (*),
oglad xo € S. Dagadder [S, s. 210]:
Hyvis Xo er et maksimumspunkt og faringsbetingelsen er optyldt i punktet Xo, sd findes tal
Al, ..., Am, der optylder:
(@ Vf(X0) —11Vgi(Xo) — -+ — AmVgm(X0) = 0,
(b) A; > 0ogenteneri; =0 eller gj(Xo) = b;.
Omvendt gelder [S, s. 213], at hvis der findes tal A1, ..., A, sdledes, at (a) og (b) er
opfyldt og Lagrangefunktionen f(X) — A181(X) — - -+ — Augm(X) er konkav (defineret i en
dben konveks maengde, der indeholder S), sd er Xo et maksimumspunkt.

e KT-programmet. Den farste del af sagningen siger, at Kuhn—Tucker’s betingel ser, dvs (a)
plus (b), er nedvendige betingelser: HvisXxg er et maksimumspunkt, s gadder betingelserne
(idet vi ser bort fra faringsbetingelsen). Hvis vi kan bestemme de punkter x, hvor Kuhn—
Tucker’sbetingel ser er opfyldt, shmaet eventuelt maksimumspunkt ligge blandt de bestemte.
Det kan systematiseres:
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For hvert sad af k udvalgte bibetingel ser sager vi at bestemme alle punkter x, hvor Kuhn—
Tucker’s betingelser er opfyldt med de udvalgte som aktive (eller hvor feringsbetingelsen
bryder sammen). Det kraeves altsa at gj(x) = b; svarende il de udvalgte, ogi (b) er kravet,
at 1; = O svarendetil dem — k ikke-udvalgte. Fx, udvadges de farste k bibetingel ser, sages
ale punkter x, hvor enten gradienterne Vg;(x) for j = 1,..., k er linesat afhaangige eller
hvor g;(x) = b; for j = 1,..., kogxrj =0forj=%k+1,..., m. (Desuden kraeves
naturligvisfor alle j, at g;j (x) < bj og A; > 0.) Bestemmelsen munder typisk ud i at man
skal lgse mange ikke-lineagre ligninger med mange ubekendte. Der skal meget held til at
bestemmel sen lykkes, med endelig mange | gsninger!

Dette skal gares for ale udvalg af bibetingelser, og for k = 0, ..., m, dtsafori at 2™
udvalg. Hvis bestemmelsen ikke lykkesi ét af disse skridt, er det bare aargerligt. Hvis den
lykkes, har vi endelig mange kandidater til et maksimumspunkt, og sa vadger vi et, der giver
den starste funktionsvaardi; hvis et maksimumspunkt overhovedet eksisterer, sa har vi fundet
det.

e Bemag k, at der i Kuhn-Tucker’sbetingel ser (dvs (@) plus (b)) er n + m ubekendte, nemlig n
koordinater x; i x ogm koefficienter A;. | (a) indgér » ligninger, og nar man underseger (b),
med k udvalgte bibetingel ser som de aktive, kommer der yderligere m ligninger til, nemlig &
ligninger g; (x) = O svarende til de aktive bibetingelser og m — k ligninger A; = 0 svarende
til deinaktive. Altsai alt n + m ligninger i den + m ubekendte. Hertil kommer yderligere
betingelser i form af uligheder. (Og sa har vi endda set bort fra faringsbetingelsen.) For
eksempel, i R3, med 20 bibetingelser, skal man ca 1 mill. gange lase 23 ligninger med 23
ubekendte. Det er selvfalgelig ikke nadvendigt, at angive A;’ erne, det er nok at indse, at de
findes.
Planen for den 11teundervisningsuge, 18/11-22/11, omfatter Dualt program; kanonisk form
[F 84, 85]. @velser: S4.13: 6 samt nedenstaende:
Opgave 1.  Betragt funktionen h(x) := (x2 — 1)3. (a) Afger fortegnsvariationen for
h. Bestem h'(x), og afger fortegnsvariationen. Afger monotoniforholdene for #, bestem
eventuelle lokale maksimums- eller minimumspunkter, og tegn grafen.

(b) Gennemfer K T-programmet for problemet: max 3x2+ 3y?  nérh(x) <y <O.

Opgave 2. Bestem mulige optimale basisgsninger til det lineasre program pa kanonisk
matrixform med

(1 2 1 -1 (3 - -
A'—<1 2 2 _1), b-—<5) og c:=(1,21-1).

Opgave 3. Bestem mulige optimale basisgsninger til det lineare program pa kanonisk
matrixform med

. (1 0 -1 -1 (-1 to_
A._<1 3 _1 O)’ b._<1) og ¢ :=(-1,300.

Opgave 4. Bestem mulige optimale basisgsninger til det lineagre program pa kanonisk
matrixform med

1 2 3 6
A= <4 5 6), b:=<15) og c:=(111).
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