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Ugeseddel 12.

Program. | ugen 18/11-22/11 er emnet dualt program og omformning til kanonisk form og
standard form; Farkas alternativ udssdter vi lidt, [F, 83, 84, 85]. @velser: US11: 1,2,3/4,
samt $4.13: 6 til skriftlig aflevering.

Kuglerne.

e Et linesat program (et LP) er et optimeringsproblem, fx et maksimeringsproblem (max)
f(x) for x e S, hvor objektfunktionen £ (x) er lineaa, f(X) = C'X = c1x1 + - - - + CuXn, OF
hvor delmaengden S € R” er beskrevet ved bibetingelser, der er lineaae ligninger og/eller
lineagre uligheder (< eller >). Et program pa kanonisk form (et KP) ser sadan ud:

(P) (max) cx forAx=b, x>0.

Her er AX = b et sad af m givnelineaaeligninger, svarendetil enm x n-matrix A ogen sgjle
b € R™, og ulighed mellem vektorer er ulighed i hver koordinat: x > O betyder altsa den
uligheder x; > Ofor j = 1,...,n. Bibetingelserne er altsam ligninger og n uligheder.

Punkter/vektorer, der opfylder bibetingel serne, altsavektorer x € S, kaldestilladtelgsnin-
ger, og optimeringspunkter (maksimerings- eller mininimerings-) kaldes optimalelagsninger.
Maangden S er afduttet (hvorfor?) og konveks (hvorfor?). Den maksimale vaardi af (P) er
supremum over vaadierne pa de tilladte | @sninger,

sup(P) = sup{f(x) | x € S}.

o Tre (maske fire) muligheder:

() m :=sup(P) e Rogm = f(Xo) medXxg € S; her er xo den sggte maksimale [gsning.

(2) sup(P) = oo; her kan f(x), forx € S, antage vilkarlig store vaadier. Det falger s, fx
fordi f erlinesa og S er konveks, at hvis vg er en funktionsvaadi, vop = f(Xo) med xg € S,
saer ethvert tal v > vg ogsa en funktionsvaadi.

(3) sup(P) = —o0; herer S = ¢. Det er blot en defintion: supremum over entom maangde
erligmed —oo. Vi skal senere [F, 86] se, at i det tredietilfadde er der to muligheder for (P).

Det er en vigtig pointe, at mulighed (0) fra ugeseddel 8 ikke kan indtradfe for et linesat
program. [Det felger fx af duaitetssaetningen [F,86], men det er nu heller ikke sa svaat at
vise det direkte, fx ved induktion efter antallet af variable.]

e Basislgsninger til ligningen Ax = b er Igsninger x, hvor sgjlernei A svarendetil numre j,
hvor x; # O, er lineaat uafhaangige. Der er kun endeligt mange.

For et kanonisk program (P) galder: (a) Hvis der findes tilladte lgsninger, sa findes 0gsa
en tilladt blandt basislgsningerne.

(b) Hvis der findes optimale Igsninger, sa findes ogsd en optimal blandt de tilladte basis-
Igsninger.

e Smplex-metoden I@ser i princippet det kanoniske program sadan:

1. Omform ligningssystemet Ax = b med raskkeoperationer til reduceret trappeform
(echelonform). Herved afdares det, hvis systemet ikke har |gsninger. Antag, at systemet
har lgsninger. Bortkast eventuelt overfladige ligninger. Specielt gadder s, at antallet m af
ligninger hgjst er lig med n, og at der er m linesat uafhaangige sgjleri A.

2: Et s lineaat ufhaangige sgjler fra A kan altid udvidestil et ssa af m linesat ufhaan-
gige sgjler, se [Lineas Algebra]. Derfor fas basidgsningerne ud frafremstillinger af b som
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linearkombination af m lineaat uafhaengige sgjler fra A (hvor nogle af koefficienterne kan
vage0).

Gennemlgb nu ale m-sad af sgjler i A. Afger for hvert sad farst, om sadtet er linesat
uafhangigt. Hvis ,jd', fas en basislgsning x, idet vektoren b € R jo sa kan skrives som
linearkombination af sadtets sgjler (ja, hvorfor nu det?). Hvis alle koefficienterneer > O, er
det en tilladt basisigsning; gem i safald x og funktionsvaadien v = f(x).

3:  Hvis der ikke blev fundet tilladte basidgsninger under gennemlgbet, er S = ¢, og
atsasup(P) = —oo. Ellerser den starste af de gemte vaadier, v (0og en tilsvarende tilladt
basi sl gsning Xg), kandidat som maksimumsvaadi. For at fastd 3, at vo er maksimumsvaardien,
atsavg = sup(P), skal muligheden sup(P) = oo udelukkes.

4: Det kani princippet afgeres ved at undersgge om det lineagre program, der fas ved at
tilfgieligningen f(x) = vmed et v > vo (fX v = vp + 1) som yderligere bibetingelse, har
tilladte lasninger (hvis ,jd', var vg jo ikke maksimum). Alternativt kan det undersgges om
det duale program har tilladte lasninger, jfr [F, 86]. Endelig kan muligheden sup(P) = oo
straksudelukkesi en raskketilfad de, fx nar objektfunktionen har lutter negative koefficienter.

Det skal understreges, at den egentlige ssmplex-metode ikke bare gennemlgber ale ba-
sidgsninger ved fra en basisigsning at vadge den nasste i en pa forhand givet raskkefalge; i
stedet vad ges som den naeste hele tiden en, som (lidt upraecist) giver den sterste forggel se af
objektfunktionen.

Planen for den 12teundervisningsuge, 25/11-29/11, er at af  utteden lineaae programmering
med Dualitetssagningen, [F, 85, 86]. Ugens opgaver er de efterfalgende tre opgaver:

Opgavel. Betragt detre programmer i opgaverne 2,3 og 4 paU 11 Afger for hvert af dem,
om der findes en optimal |@sning, og angiv i bekradtende fald den optimale vaerdi.

Opgave 2. Betragt det generelle linesgre program: (P) (max) 3x1 + 5x2
forxg+x2 <1, 2x1 + 2x2 <1, x1+ 2x2 < 0, —x1 — x2 < 0, og ingen fortegnskrav.

(a) Opstil det duale program (P’). Begrund, at det er pa kanonisk form.

(b) Afger hvilket af Dudlitetsssetningens fire tilfadde, der omfatter (P) og (P’).
(c) Bestem samtlige tilladte basisl gsninger til det duale program (P’).

(d) Las det duale program (P’).

(e) Las det oprindelige program (P).

Opgave 3. Betragt det generelle linesere program:

(P) (max) —x1 + x2 for
x14+x2 <1, 3x2< -1, —x1 —x2 < 1og (ét fortegnskrav) x1 > 0.

(a) Opstil det duale program (P’), og afger hvilket af Dualitetssagtningens fire tilfadde, der
omfatter (P) og (P’).

(b) Omform (P’) til et program (Q) pakanonisk form.

(c) Bestem samitlige tilladte basis gsninger til programmet (Q), og | @s dette.

(d) Las det duale program (P’).

(e) Las det oprindelige program (P).
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