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Ugeseddel 13.

Program. | ugen 25/11-29/11 afduttesden lineaare programmering med Dualitetssagtningen,
[F, 85, 86]. Ugens opgaver er U12: 1, 2, 3 (ingen skriftlig aflevering).

Kuglerne.

e Sandardform. Et linesat program (et LP) har standardform (er et SP), hvis alle bibe-
tingelser er uligheder, og alle variable skal vage > 0. Et minimeringsproblem aandres til
et maksimeringsproblem ved at skifte fortegn pa objektfunktionen, og det kan antages, at
uligheden i den i’ te bibetingelse har formen,

ai1x1 + - -+ + ainxn < bj (*)
idet man ellers skifter fortegn pab; og koefficienternea;;. Herefter kan et SP kort skrives:

(max) cx  forAx<b, x>0.

e Et generelt program, (et GP), binder kun nogleaf devariablemed et fortegnskrav x; > 0, og
tillader de gvrige at varierefrit, og det tillader som bibetingel ser bade ligheder og uligheder.
Antages, at alle uligheder i betingelserne har formen < og at der seges maksimum, kan hele
programmet anfares ultrakort, fx

(P) (max), <, A |Db
ct|d’

idet man desuden med en « markerer de rakker, der svarer til bibetingelser med ulighed, og
de sgjler, der svarer til variable med fortegnskrav.

e Omformninger. Et SPkan omformestil et kanonisk program (KP) ved at tilfgjerestvariabl e;
Deni’'te ulighed (*;) ovenfor erstattes af en ligning,

Ui +aj1x1+ - -+ ainxn = bj, (=i)

med fortegnskravet u; > 0. Der er m + n variable (u1, ..., um, x1, ..., x,), dle> 0.

Et GP kan omformes til et SP ved at hver bibetingelse, der er en lighed, erstattes af to
uligheder (ax = b erdtattes af ax < b og —ax < —b), og hver fri variabel x; erstattes af en
differensx; = x; — x; med to bundne variable x7, x" > 0.

e Rakkeoperationer. Alternativt kan man med visse ragkkeoperationer ,forenkle' et GP, og
man kan omforme det til et SP, idet antallet af ligninger og variable samtidig formindskes.
De tilladte operationer er, at en ,ustjernet’ rakke, der jo svarer til en lighed (ligning), kan
multipliceres med et vilkarligt tal A # 0, og den kan lasgges til enhver anden raskke. Sidste
rakke i matricen svarer til objektfunktionen. Med et tal d # 0 i nederste hgjre hjarne
underforstasi evrigt, at objektfunktionen har formen c'x — d. Hermed opnas, at man ogsatil
sidste raskke kan laggge et multiplum af en ustjernet raskke (uden at aendre objektfunktionens
vaadi paen tilladt |gsning).
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Hvis en af bibetingelserneer en ligning, og hvisfx x,, forekommer i denneligning, sakan
man med sadanne rackkeoperationer eliminere x,, frade avrige betingel ser og fra objektfunk-
tionen. Dette udnyttes sadan:

(1) Antag, at en fri variabel, fx x,,, forekommer i en ligning. Eliminer sa x,, frade avrige
ligninger og fra objektfunktionen. Put ligningen ind i skabet. Saresterer et problem med
m — 1 bibetingelser og n — 1 variable. Nar det er |gst, kan den gemte ligning tages ud; den
udtrykker x, ved de gvrige variable.

(2) Antag, at en bunden variabel, fx x,, forekommer i en ligning. Eliminer sa x,, frade
avrige ligninger og fra objektfunktionen, og put en kopi af ligningen ind i skabet. Variablen
x, kan opfattes som en restvariabel, og ligningen kan erstattes af den tilsvarende ulighed
(uden x,). Nu resterer m bibetingelser (idet ligningen blev erstattet med en ulighed), men
kunn — 1variable. Nar det er l@st, bestemmes x,, af den gemte ligning.

(3) Antag, at en fri variabel, fx x,, foreckommer i en ulighed. Uligheden aandres til en
lighed ved at tilfgje en (bunden) restvariabel u. Herefter elimineresx,, somi (1). Der resterer
sam — 1 ligninger, og n variable (x, forsvandt, men u kom til).

Efter endelig mange skridt fremkommer et SP. Er systemet frabegyndel sen et KP, er det kun
skridt af typen (2), der kommer patale; omformningen svarer til at bringe koefficientmatricen
A paechelonform (reduceret trappeform).

e Det duale program (P’). Definitionen forudsadter, at (P) (et GP) er bragt pa formen
ovenfor, som maksimeringsprogram med alle uligheder af formen <. Saer (P’) det GP, der
fasved at erstatte (max), < med (min), > og transponere:

(P) (max), <, Alb (P  (min), >, A'|c
idet stjernene falger med ved transponeringen: en raskke markeret med en « bliver til en sgjle
markeret med x. Hovedsadning [F, Lemma 4.6 og Sagning 6.1]: Hvis (P) har en tilladt
lgsning, sd har (P) en optimal lgsning, hvis og kun hvis (P’) har en tilladt lgsning; hvis ,ja“,
sd er sup(P) = inf(P’)

e Betingelse for maksmum. Sagning 4.7 [F], for et standard maksimeringsprogram, bruges
ofte pafelgendeform: Antag, at X er en tilladt Igsning til (P). S4 er X en optimal Igsning til
(P), hvis og kun hvis der findes en vektor y € R saledes, at fglgende galder:
(i) y eren tilladt lgsning til (P), dvsy > 0 ogy'A > ct.
(i) x;, >0 = y'a; = ¢,
(iii) (deni ’te bibetingelse for X geelder med skarp ulighed) —> y; = 0.
Er de tre betingelser opfyldt, si er y en optimal Igsning til (P'), og y'b = c'x.

For en given tilladt lasning x til (P) er det betingelser pay. Hvis de kan opfyldes, sa

er x en optimal Igsning til (P). Hvis x er en optimal Igsning til (P), s kan betingelserne
opfyldes, og en sadan vektor y er optimal Igsning til (P’).
Planen for den sidste undervisningsuge er at afholde en maratonsession den 2. december
kl. 8.55-14.15 i lokale SPs12, med diskussion af gamle eksamensopgaver EO: 1, 18a), 37,
19, 38, 56, 46, 57, 58, 63, 4, 47, 59, 30, 36. Resten af ugen regner du nok obligatorisk
hjemmeopgave.
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