ElmTal Primtallene 1.1

1. Primtallene.

(1.1) Setup. Et tal p kaldes som bekendt @rimtal, hvis p > 2 og p kun har trivielle
divisorer, dvs hvis de eneste (positive) divisorereér 1 ogp. De farste primtal er tallene

2,3,57,11, 13 17,19,23 29,31, 37, ....

Som bekendt geelder:
Seetning(Euklid). Der er uendelig mange primtal.

Bevis.En drejning af det velkendte bevis er falgende: Betragt damdalige fglge af tal

ai, az, ..., defineret vedi; := 2 og, induktivt,a; = (a1---ar—1) + 1. Djensynlig geelder,
at2<ai <ap < ---. Fori < k era; divisoria; — 1, saa; ogay er primiske. Specielt har
hvert tala altsa sine egne primdivisorer. Da der er uendelig mange,tar der uendelig
mange primtal. a

Korollar. Detkte primtal p, er mindre end eller lig meef .

Bevis.Med notationen i beviset ovenfor er talleng, ..., a; delelige medk forskellige
primtal. Specielt ep; < ax. Djensynlig er, fok > 2,

ar = (a1---ar_2)ar-1+ 1= (ar_1— Dar_1+ 1< a? ;.

Ved induktion felger det let, at, < 22", 0

Alle primtal p; bortset fra det farstp; = 2 er ulige. Specielt er afstanden mellem 2 pa
hinanden fglgende primtad;, og pr+1 (for & > 2) altid mindst 2.Primtalstvillinger er par
(px, pr+1), hvor afstanden er netop 2, {8, 5), (5,7), (11,13), ..., (347,349, ... . Man
ved ikke, om der er uendelig mange primtalstvillinger. Dexd er det klart, at der findes par
(px» pr+1) med vilkarlig stor afstand. Fx er tallede+ 2, 1! + 3, ..., 1! + [ en sekvens af
I — 1 pa hinanden fglgende tal, der alle er sammensatte.

(1.2) Primtalsfunktionen. Med 7 (x) betegnes antallet af primtagl < x. Med denne
definition, for alle reelle tat, ersr (x) en trappefunktion, kontinuert fra hgjre, og med springet
+1 preecis i primtallene. A priori er naturligvis veerdiermé:) for naturlige taln de mest
interessante. Af overvejelsernei (1.1) falger:

n(n) > oo forn — oo, log,log,n < m(n) < n. (1.2.1)
Uligheden log log, n < 7 (n) medfarer naturligvis Euklid’s resultat, da lo@g, » gar mod
oo forn — oo. Men funktionen loglog, n vokser fortviviende langsomt: Fx, far= 100,
medfgrer uligheden kun, at der er 9 primtal mindre entP40Det faktiske antal primtal

mindre end 18°° er naturligvis(?) ikke kendt, men det er starre ené*10
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(1.3) Primtalssaetningen. En opteelling af primtal giver tabellen [Funktiondrn) i sidste
sgjle forklares i (1.12)],

n mw(n) n/m(n) A(n)
10 4 25 —-0,2
102 25 40 06
10° 168 60 0,9
10t 1229 81 11
10° 9592 104 11

106 78498 127 11
10/ 664579 15 11
108 5761455 174 10
10° 50847534 1% 10
1010 455052512 2D 10

Multiplikation af » med en faktor 10 svarer altsa til foragelse:afr (n) med en konstant,
~ 2,3. Matematikere genkender (genkendte?) naturligvis dé&onstant som log 10, og
geetter derfor pa, at/7 (n) kan tilneermes med log Dette resultat er Primtalssaetningen:
Asymptotisk geelder relationen,

w(n) ~

ogn” (1.3.1)

i den forstand, at vi for kvotienten mellem venstre- og hgffen har

w(n)
n/logn

—1 for n— oo.

AEkvivalent betyder Primtalssaetningen, at for alle givnsitp@ c<1 og C>1 geelder, for
n > 0 (dvs nam er tilstraekkelig stor), ulighederne,

c <7t(n)< C

< < . 1.3.2
logn n logn ( )
| det falgende giver vi et elementaert bevis for de to uligheioe alle n > 2:
I w3
3 < < . (1.3.3)
logn n logn

Primtalssaetningen blev formodet sidst i 1700-tallet, afdredre og Gauss (som 15-arig
i 1792), pa basis af tabeller over primtal. Ulighederne .@).®lev vist omkring 1850 af
Chebyshev [1821-1894]. Mere preecist viste Chebyshevijgitaderne (1.3.2) er opfyldt
medc := 0,89 ogC := 1,11 forn > ng. Primtalsseetningen blev farst bevist i 1896 af
Hadamard [1865—-1963] og (uafhaengigt) af de la Vallée Poi$866—1962].
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Det skal understreges, at Primtalssaetningen, dvs den &styskp relation (1.3.1), alene
er et udsagn orforholdetmellem de to funktionetr (n) ogn/ logn; resultatet siger ikke, at
forskellener lille. Defineres(n) := w(n)/(n/logn) — 1, har vi gjensynlig

n(n) —n/logn = e(n)(n/logn), (1.3.4)

og Primtalsseetningen er aekvivalent meds@) — O forn — oo. Funktionen:/logn

gar mod uendelig. Primtalssaetningen siger altsa end ikierskellen (dvs venstresiden af

(1.3.4)) er begraenset, men snarere, at forskellen gardangsre mocdo endn / logn.
Primtalssaetningen, altsa relationen (1.3.1), er gjeitpgekvivalent med falgende:

w(n) 1
n logn

For et givet taln er brgkenr (n)/n lig med sandsynligheden for, at et tilfeeldigt fal< »

er et primtal. Primtalssaetningen udsiger heuristisk, ahdesandsynlighed, narer stor, er
omtrent ¥ logn. Ifglge Chebyshev’s ulighed (1.3.3) er sandsynlighederertifald mindre
end 3 logn; specielt gar sandsynligheden mod Oifor> oo, sa primtal bliver mere sjeeldne
ude til hgjre pa talreekken. Pa den anden side er sandsydéglstarre en%/ logn, og den
er altsd ikke forsvindende: sandsynligheden for, at eetifgt tal med 100 decimaler er et
primtal, er af stgrrelsesordenen,

1/10og 10'°° ~ 0, 004

(1.4) Seetning.For allen > 1ogn/2 <k < ner(}) > k™W—7®,

Bevis.For binomialkoefficienten har vi udtrykket,

n\ n _n-(n—l)---(k—|—1)
k) \n—k) 1.2.3.--(n—k)
Blandt faktorerne i teelleren er def(n) — (k) primtal, og de er alle er stgrre ekd Da

k > n — k, kan ingen af disse primtal ga op i naevneren. Binomialkdeffien er derfor
delelig med produktet af disse primtal. Heraf falger padesm a

(1.5) Korollar. For allen > 1 ern™™ < 2%,

Bevis.Uligheden vises let fon < 3, og den vises ved fuldsteendig induktion for> 3.
Seetk .= |(n + 1)/2]. Tallet(n + 1)/2 er enten et helt tal eller et helt tal plug2l Derfor
ern/2 < k < (n+ 1)/2. Af (1.4) og induktionsantagelsen (og de trivielle vurdger
m(n) <n—2o0g(}) < 2") farviderfor, at

nrr(n) — (n/k)ﬂ(n)kﬂ(n)—ﬂ(k)kﬂ(k) < 271(n) (l’l) 24k < 2n—22n24(n+1)/2 — 24n
k X ’

som gnsket. [Hvor i induktionsskridtet brugtespat 47?] a
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Note. Med en del ekstrabesvaer kan man forbedre den anfarte vogdériglgende:
n™™ < 283 forallen > 1. (1.5.1)

Lad os prgve at vise ved fuldsteendig induktion, som i beveKorollaret, en ulighed af
den generelle form,
nrr(n) < 2Cn‘

I induktionsskridtet seettds:= | (n + 1)/2], hvilket via (1.4) giver vurderingen,

T < o) (Z) 2C+1)/2 (15.2)

Ovenfor udnyttede vi vurderingerne(n) < n — 2 og (’,1) < 2". Den sidste ulighed kan
umiddelbart skeerpes: Det er let at se, at hvis en vurderifgrafen(}) < 2" (for alle k)
geelder fon = ng, sa geelder denfor alle> ng. Forn = 9 er den starste binomialkoefficient
lig med 127, og alts& mindre end 12827 = 29-2. Falgelig er(}) < 2'~2for allen > 9.

Altsa far vi fra (1.5.2):
nrr(n) < 27T(H)+(H—2)+C(I’l+l)/2' (1_5_3)

Vi kan ogsa forbedre vurderingensafn). Blandt tallene mindre end eller lig medsomikke
er primtal har vi i hvert fald falgende: tallet 1, de lige tedufegnet tallet 2, tallene delelige
med 3 fraregnet tallet 3 og tallene delelige med 6, samt@2ichvisn > 25. Idet vi antager,
atn > 25, er antallet af ikke-primtal altsa mindst:

14+ (5] - D+ (5] - 3] - D+1= 5]+ 5] - L&)
For antallet i komplementeermaengden, altsa:for), geelder derfor, at
w(n) <n—15]— 5]+ 3.

Udtrykket pa hgijresiden er, for et naturligt talhgjstn /3 + 2/3, hvad der let indses ved at
kigge pa de 6 muligheder for restklassem ahodulo 6. Herefter er

7))+ (n—2)<E+%+n—2=3n-1.
Ved indsaettelse i (1.5.3) fas, at

PO < 2%("—1)+C(n+1)/2‘ (1.5.4)

Eksponenten pa hgjresiden er mindre end eller lig @edpreecis naC > 8/3. Specielt,
for C = 8/3, fas uligheden (1.5.1).

| udregningerne er det antagetnat: 25, og yderligere, at uligheden (1.5.1) ogsa geelder
for k := | (n + 1)/2]. Induktionen kommer altsa slet ikke i gang med mindre ulédgreogsa
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vises for nogle veerdier af = 13, 14, ..., 24. For atvise, at uligheden geelderétien > 1,
mangler vi at vise de 24 uligheder far= 1, ..., 24. Forn = 1, 2, 3 er det helt trivielt. |
almindelighed, fom > 2, er det aekvivalent at vise, medn) := (8/3)n(log 2)/(logn), at
m(n) < k(n). Betragt falgende uligheder:

w(n) <730 =10< 5
7(n) < (15 =6< G =«(®)
7(n) <) =4< 3

@jensynlig erc(2') = 21t3/(3i) et rationalt tal, let at beregne, og ulighederne mellem de
eksplicitte veerdier afr (x) og « (y) falger ved opteelling. Funktionerne(n) og « (n) (for

n > e) er voksende. Derfor geelder de yderste uligheder i denddirse for 16 < n < 30, i

den 2. linie for 8< n < 15, og i den 3. linie for 4< n < 7. Specielt geelder de manglende
uligheder for 4< n < 24.

(1.6) Lemma. For et primtalp og allen > 1 0g 0 < k < n geelder, at hvis potenseri er
divisor i binomialkoefficientenj’,:), sd ernp’ < n.

Bevis.Pastanden vises ved fuldsteendig induktion eftdrad b veere binomialkoefficienten,

skrevet som brgk:
b n _n-(n—l)---(n—k+1)
\k) 1-2---k '

Antag, atp” | b. Det skal vises, ap’ < n. Det er trivielt forv = 0, sa vi kan antage, at
v > 0. Specielt er sa > k > 1, og i brgkerb er mindst én faktor i taelleren delelig med

Ladd’ veere den brgk, der fremkommer af brgkered at fierne, fra taeller og naevner, alle
faktorer, der ikke er multipla gb. Hvisn’p ogk’p er de starste multipla gf i henholdsvis
teeller og naevner, resterer i neevneren faktoremnep, . .., k'p. Vi har altsa

n'p-(n'—=Dp-(n'-2)p---

b =
1p.2p.3p...k/p

Bade teeller og naevner i brakérer produkter ak pa hinanden falgende hele tal, og det er
hver p'te faktor, der er delelig meg. | naevneren er déi’ faktorer, der er delelige meg,

og de farstep — 1 faktorer ikke delelige meg. Heraf fglger, at der i teelleren aferk’ eller

k' + 1 faktorer, der er delelige meel De resterer i teelleren fér'. Ved at forkortek’ gange

med p far vi i det farste tilfaelde, at

/ n/

v={,) 1)
og i det andet tilfeelde, at

’ a— ) !
(= (=)
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de sidste ligninger er blot trivielle omskrivninger af bm@lkoefficienten. | begge tilfaelde
er brgkerb’ altsa et helt tal. Da" | b falger det, ap’ | b'.

| det farste tilfeelde fas derfor af (1), og induktionzdt< n’,ogsaep’ <n’ <n'p <

Betragt det andet tilfaelde. | de tre udtryk #dri (2) forekommerfaktorerne k', n og
k' + 1. Mindst én af disse faktorer ma veere primisk medAf det tilsvarende udtryk fob’
falger derfor, atp”—1 er divisor i den tilsvarende binomialkoefficient. Ved intiok falger
derfor, atp®~1 < n’ (hvisn’ er primisk medp folger det endda, gt~ < n’ — 1). Altsd er
p” < n'p < n, som gnsket. a

(1.7) Seetning.For allen > 10g0 < k <ner(}) <n™™,

Bevis.Lad p;* - - - p,” veere primoplgsningen af binomialkoefficienten. Af (1.6)&a s, at
p,.”f < n. Specielt epp; < n, og dermed er < 7 (n). Altsa er

n
(k) =pit--op) <l <™,

hvormed uligheden er eftervist. a
(1.8) Korollar. For allen > 2 erm(n)logn > 2(Iog n.
Bevis.Da 2 =Y, (}), felger det af (1.7), at’2< (n + 1)n™ ™, hvoraf

m(n)logn > (Iog 2— I()g(n%l))n

Brgken pa hﬂjre5|den konvergerer mod Odor> oo, 0g aftagende for > 2. Forn > 7 er
parentesen pa hgjresiden altsd mindst Ieg%og 2=14 - log 2. Specielt geelder den péstéede
ulighed forn > 7. Deter let at se, at den gaelderifot 2,3,4,5, 6. Altsa geelder uligheden
forallen > 2. 0

Bevis for ulighederne (1.3.3). Af (1.5) og (1.8) falger, for > 2, at vi har ulighederne i
(1.3.2) medt = 1 log2 ogC = 4log2. Dalog 2= 0, 6931.. ., har vi specielt (1.3.3). 1

(1.9) Konsekvenser.Af Primtalssaetningen falger fx, at
log p, ~logn,  p, ~nlogn, pupi1~ pa, (1.9.1)
hvor p,, detn’te primtal. Af Primtalssaetningen fglger nemlig farst, for> oo, at

nlogp, _ _ 7(pa)
Pn Pn/ 109 py

1 1)

og dermed at
nlog p,

Pn

log =logn + loglogp, —logp, — 0.
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Efter division med log,, fas, at
logn  loglogp,
—
log py, log py,
Da(logx)/x — 0 forx — oo, falger det, at
logn
|Og Pn

Hermed er den farste relation i (1.9.1) beuvist.
Af (1) og (2) falger, at

— 1 (2)

nlogn  logn nlogp,

= - 1 3)
Pn logp,  pa
hvormed den anden relation er bevist. Endelig er
Pnt+l N logn n+1 log(n + 1) Pn+1
pn pnn logn  (+Dlogn+1)

Pa hgjresiden konvergerer fgrste og sidste brgk mod 1 if@)geDe to midterste braker
konvergerer trivielt mod 1. Heraf fglger den sidste relaii¢l.9.1).

(1.10) Bertrand’s Postulat. Mellemn og?2n ligger altid et primtal.

Akvivalent er pastanden, at2n) > 7 (n) for alle naturlige tah. Pastanden blev bevist
af Chebyshev, essentielt som fglger: Antag, for givne pasialc, C, mede < 10gC > 1,
at ulighederne (1.3.2) geelder for> Ng. Herefter er, fon > N,

2cn Cn
log2+logn  logn

Det er klart, at hvis 2 > C, sa er hgjresiden positiv far> N1, med etN; > No. Pastanden
i Bertrand’s postulat geelder altsa fer> N;. For at vise pastanden faile n kraeves en
eksplicit bestemmelse af C medc/C > % og et tilhgrendeVyp; herefter bestemme¥; og
Bertrand’s Postulat er sa bevist for allenar det er eftervist for de endelig mange< Nj.
Bemaerk, at de veerdier af C, hvormed vi har vist Chebyshev’s uligheder, er helt util-
streekkelige, idet vi her hay C = £. Man kan vise [Rosser og Schoenfeld, 1962], at for alle
n>1err(n) <1,3-n/logn ogforallen > 17 ern(n) > n/logn, og pa den baggrund er
det let at vise Postulatet. Vi giver senere et elementeers haevPostulatet.

7(2n) —7(n) > (12.10.1)

(1.11). Det er neerligende at sammenligne fordelingen af primtallered fordelingen af
andre uendelige maengder af tal. Betragt fx kvadrattallepe= k2. For funktionenv(n),
der tzeller antallet af kvadrattal mindre end eller lig medar vi trivielt den asymptotiske

formel,
v(n) ~ /n;

sammenligning med (1.3.1) viser, at kvadrattal, @eget mere sjeeldne” end primtal. Der
er som bekendt sa fa kvadrattal, at reekReri/q, hvor der summeres over kvadrattal, er
konvergent (summen er som bekendt/6). For primtallene gaelder modsaetningsvis det
efterfglgende resultat, der skyldes Euler (1737):
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Seetning. Reekker) 1/ p, over primtalp, er divergent.

Bevis. | beviset bruger vi fglgende vurdering fordx < 1:

1 1, " x2 x2
|Ogl_ = —X <X+ZX :X+1_x<x+m.

Betragt nu for et naturligt taV produktet, over primtap < N

1
l_[1—1/19'

PN

Faktoren svarende tjh er summer)_; 1/p’; nar disse summer multipliceres fremkommer
summen af alle brgker/k, hvorn har en primoplgsning med primfaktorer, der alle er hgjst
N. Heri indgar specielt alle brgker &, hvorn < N. Vi har altsa vurderingen,

Z l_[]_ 1/p

n<N

Ved brug af uligheden ovenfor, far:= 1/p, far vi derfor uligheden,

9% 1< X (b ge)

n<N

For N — oo gar venstresiden mod uendelig, fordi den harmoniske reekkdvergent.
Pa hgjresiden er raekkeﬁp 1/(p — 1)? konvergent, fordi reekke® " 1/k? er konvergent.
Folgelig ma reekked " 1/ p veere divergent. a

(1.12) Andre approksimationer. Primtalssaetningen kan formuleres ved hjeelp af funktionen
A(x) defineret ved fglgende ligning:

X

N T

Herefterenx/logx)/m(x) = 1—A(x)/ logx. Primtalsseetningen udsiger altsa, at kvotienten
A(x)/logx gar mod O forx — oo eller — aekvivalent — med den sakaldite- o-notation at

A(x) = o(logx).
FunktionenA (x) er differensem (x) = logx — x /7 (x). Dens veerdier for de farste 10 poten-

ser af 10 kan altsa let fas aftabelleni (1.3), idetlog<1@, 3026. Det er bemaerkelsesveerdigt,
at veerdierne er ganskiet‘ pa 1; primtalssaetningen forudsiger jo ikke engangyraitionen
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A(x) er begraenset. Man kan vise haisgreenseveerdien lim, o, A(x) eksisterer, sd ma den
veere lig med 1. | lyset af dette resultat kunne man habe naetihelsen,

n

_ 1.12.1
logn —1° ( )

m(n) ~
i en eller anden forstand gbedre” en (1.3.1). Legendre selv foreslog approksimatione
n/(logn — 1,08366. Som anfgrt, dvs som et udsagn om forholdet mellem de to iomé,
er (1.12.1) trivielt eekvivalent med (1.3.1).

Som neevnt udsiger Primtalssaetningen heuristisk, for et ttion, at sandsynligheden
for at et talp < n er et primtal er lig med Alogn. Mere preecist ma det forventes, at
et lille“ interval af le&engdeA omkringn indeholderA /logn primtal. [ lille* skal forstas
I betydningen,lille sammenlignet med:, men stort nok til statistiske betragtninger”; fx
n =109 A = 150000.] Forventningen leder til falgende tilnaermelse, ftireisaf Gauss,

modt

gt (1.12.2)

m(n) ~
Igen er det let at se, at relationen (1.12.2) er aekvivalemtt Rreantalssaetningen. Funktionen
pa hgjresiden er, bortset fra (addition af) en konstaggritme-integraleLi (n).
Riemann [1826-1866] sa, at i tallat/ logn, fortolket som antallet af primtal i et interval
af leengdeA omkringn, bar ogsa primtalspotenser indga, sdledéiepotenser veegtes med
1/k. | stedet for funktionem (x) = >_ 1 betragtes altsa funktionen,

p<x

M) =y z i}n(i/?)

k k '

pk<x k=1
Ved hjeelp af Mdbius-funktionen (n) kan vi omvendt udtrykker (x) vedIT(x),
0
k
7(x) = k; MO ncym.

(Funktionenu(n) har veerdier{—1)", narn er et produkt af forskellige primtal, og vaerdien
O ellers. Specielten(1) = 1, idet jo 1 er produktet af ingen primtal.) Riemann’s ovésise
leder til approksimationefl (n) ~ Li(n), og heraf kan formelt udledes, at

)~y %k) Li(%/n) =: R(n). (1.12.3)

k=1

FunktionenR (n) pa hgjresiden af (1.12.3) kaldBsemann’s reekkel reekkensk'te led gar
faktoren L £/n) mod—oo for k — oo, 0g det er faktisk aekvivalent med Primtalssaetningen at
vise, at reekken overhovedet er (betinget) konvergent. &ienselv betragtede kun reekkens
afsnitssummer. Hvis vi snyder, oqg tilleeggert) veerdien O for 1< x < 2, erR(n) blot en
endelig sum, og den asymptotiske relation (1.12.3) folgeafl (1.12.2).



ElmTal

Primtallene 1.10
30. september 2009

(1.13) Verdens starste tal. Som naevnt geelder for > 0 (endda form > 17) fglgende
ulighed:

n/logn < m(n).

Gauss og Riemann formodede, at der for allgeelder uligheden,
m(n) < Li(n).

Det skal understreges, at uligheden geelderalta de n, for hvilke 7 (n) overhovedet er
beregnet. | tabellen herunder er anfart veerdierne (@) for de farste 22 potenser af 10
(7 (10%2) var den starste beregnede veerdi i 2000), og de tilsvareffdeattiser Lin) — 7 (n)
(afrundet opad).

Tabellen er hentet pa nettet fra Sloane’s On—Line Encydiapef Integer Sequences

(Look-Up) www.research.att.com/"njas/sequences/ ved at indtaste tabellens
farste tre tal: 4 25 168.

n (n) R(n) — m(n) Li(n) — w(n)
10t 4 -1 2
102 25 -1 5
103 168 -0 10
10t 1229 -2 17
10° 9592 5 38
108 78498 —29 130
107 664579 —-88 339
108 5761455 —97 754
10° 50847534 79 1701
1010 455052511 1828 3104
1011 4118054813 2318 11588
1012 37607912018 1476 38263
1013 346065536839 5773 108971
10t 3204941750802 19200 314890
1015 29844570422669 —73218 1052619
1016 279238341033925 —327052 3214632
10 2623557157654233 598255 7956589
1018 24739954287740860 3501366 21949555
1019 234057667276344607 —23884333 99877775
1020 2220819602560918840 4891825 222744644
10?1 21127269486018731928 86432204 597394254

107  201467286689315906290 127132665 1932355208

For allen i tabellen er differensen ) — 7 (n) positiv, og altsér(n) < Li(n). Pa
baggrund af tabellen kunne man fristes til at tro, at diffisen Lin) — 7 (n) vokser ubegraenset
forn — oo. Dette er langt fra tilfeeldet. Littlewood viste allerede91, at differensen
Li(n) — 7 (n) skifter fortegn uendelig mange gange. Beviset er ikke kakgtvt, og angiver
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ikke en veerdig, for hvilken (ng) > Li(ng). Skewes viste i 1934, under forudseetning af
Riemann’s hypotese (se nedenfor), at et sadant tal findes, me

B34
ng < :|.010l .

Hgjresiden er Skewes’ talyerdens starste tal‘. Senere, bl.a. ogsa af Skewes, er\dr gi
gvre graenser forg udenforudsaetning af Riemann’s hypotese.

Det antages i almindelighed, at Riemann’s approksimakion er bedre end approksi-
mationerne Lin) ogn/logn. Antagelsen understgttes numerisk, men som naevnt ovenfor e
numeriske data slet ikke overbevisende. Bemeerk, at i appnaitionen med det andet led
medtaget,

7o) ~ Lin) — 5 Lit/m),

er leddet L{\/n) af starrelsesordeneyn/logn. Det er et dybtliggende spgrgsmal, ogsa
relateret til Riemann’s hypotese, om differensetl.i— 7 (n) overhovedet er af denne star-
relsesorden.

(1.14) Riemann’s zeta-funktion. | sine undersggelser inddrog Riemargta-funktionen
£ (s), defineret ved raekken,

1
OEDY el (1.14.1)

n>1

Raekken er en sakal@ltirichlet-raekke Det er ikke sveert at vise, at raekken er absolut kon-
vergent for alle komplekse tali omradetRe s > 1, og at funktioner (s) i dette omrade er
holomorf. Dens sammenhaeng med primtallene fremg&udr’s produktformel

k
. 1 .
m (e 1= 2)) =2 g

hvor p1 < p2 < p3 < --- erfglgen af primtal. Vi har nemlig

(A =2) =) a7t =Yy @ =) n7,
hvor summen er over tal > 1, der ikke er delelige med 2. Med samme argument er
/
(HA-25)1-3H =) n’,

hvor summen nu er over tal> 1, som hverken er delelige med 2 eller 3. Og generelt er

{(S)(l . pIY) . (1 . pk—s) _ Z/n_s — 1+ Z//n_s’
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hvor den sidste sum er over tal> 1, som ikke er delelige med et af primtallepg . . ., px.
Det farste af disse tal gr 1. Ideto := Res > 1, far vi vurderingen,

1 1
‘ZN; < Z n_o-’

nZPk+1
og her gar hgjresiden mod 0 fbr— oo, da reekker)_ n~? er konvergent. Hermed er (*)
bevist. Det folger, folRes > 1, at¢(s) # O, at det uendelige produki;Z,(1 — p;*) er
konvergent, og at vi har ligningen (hvprgennemlgber primtallene),

1
t)=]] el (1.14.2)
) p

Etalternativt bevis for, at(s) # OforRe s > 1fasved atbemaerke, at raekl@bl u(n)/n’
er absolut konvergent, og at dens produkt med reekken(sorgiver konstanten 1. Vi har
altsa ligningen,

1 p(mn)
— = . 1.14.3
¢(s) ; s ( )

Formelt har vi for logaritmerne,

0gz(5) = 3" ~logL —p =) = 32 T pn,

p p.m

og her er hgjresiden absolut (og majoriseret) konvergeighibgen definerer altsa en loga-
ritme til ¢ (s). Herefter er det ikke sveert at vise ligningen,

o0

log¢(s) = s/ ()t~ Ldr, (1.14.4)
0

der viser sammenhaengen mellem Riemagrgnktion og funktionerd(x) fra (1.12).

Riemann viste, at-funktionen kan udvides til en meromorf funktion i hele demiplekse
plan, holomorf bortset fra en polsi= 1. | halvplanen, hvoRe s > 0, kan den udvidede
funktion bestemmes som fglger: FBe s > 1 geelder gjensynlig, at

S oo(l)nl
A== ——Z“@W—Z p

Raekken pa hgjresiden er betinget konvergentRers > 0 (det er i hvert fald klart, nar
s er reel), og ligningen ovenfor kan derfor essentielt tages definition af udvidelsen af
Z(s) til halvplanenRes > 0. Bemeerk dog, at faktoren-1 215 pa venstresiden er 0, nr
s =14 2wia/log2 meda € Z. Fora = 0, dvs fors = 1, har hgjresiden vaerdien log 2, og

(l _ 21—S)—1 — (1 _ e(l—s) |092)—1 — (Iog 2)_1(S _ l)—l + .. ,
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hvor - - -“ star for en potensraekkesi— 1. Heraf ses, at(s) har en simpel pol§ = 1, med
residuet 1.
Endelig beviste Riemann, at den udvidede funki@s) tilfredsstiller falgende funktio-
nalligning:
t(L—s) =2y COS%F(S){(S), (1.14.5)

hvor I"(s) ergamma-funktionenDe to argumentes, og 1— s, i funktionalligningen ligger
symmetrisk omkring punktet = % Specielt, pa linien, hvoRes = % er 1— s det
konjugerede af.

Af seerlig interesse er nulpunkterne fofs). ForRes > 1 har¢(s) som naevnt ingen
nulpunkter, og af faktorerne pa hgjresiden af (1.14.5) ekde faktoren coss/2, der kan
veere nul, svarende til = 3,5, 7,.... | omradetRes < 0 har¢(s) derfor kun detrivielle
nulpunkter—2, —4, —6, . ... Riemann viste, at Primtalsaetningen er aekvivalent med sat
ikke har nulpunkter pa de to lini€Re s = 0 ogRe s = 1. Det var faktisk ved hjeelp af denne
aekvivalens, at Primtalsseetningen blev bevist.

Tilbage bliver spargsmalet om eventuelle nulpunkter iktitiske strimmeD < Res < 1.
Man kan vise, at (s) har uendelig mange nulpunkter,gmmetrilinien‘Re s = % Derimod

har man ikke bevist den bergmte:

Riemann’s hypotese.Alle nulpunkters for zeta-funktionert (s) i den kritiske strimmel
0 < Res < 1ligger pa linien, hvoRe s = 3.

Riemann beviste en eksakt formel fo(rn). Med brug af funktionenk(n) er formlen
aekvivalent med falgenddor allen > 1 er

7(n) = R(n) — Zp R(n”), (1.14.6)

hvor p gennemlaber nulpunkterne fots) i den kritiske strimmel.

Talletn” er komplekstp? = 09" og det har som bekendt numerisk vedrdi| = n’,
hvorr = Re p. Riemann’s hypotese betyder, at alle talleriehar numerisk veerdi lig med
n/? = /n. Man kan i gvrigt vise, at Riemann’s hypotese er aekvivalezd nelationen,

m(n) — Li(n) = O(/nlogn), (2.14.7)

hvor , store-O-notationefiindikerer, at differensermr (n) — Li(n) numerisk er begraenset af
en konstant gange’n logn. Det skal understreges, at de asymptotiske relationeit 2{Er
aekvivalente med Primtalssaetningen. Derimod er Riemagpistise, og altsa (1.14.7), ikke
er bevist.

(1.15) Logaritme-integral og eksponential-integral. | Riemann’s formel (1.14.6) indgar
veerdier afR(w), og dermed af Liw), ogsa for komplekse tab (af formenw = n*). Nar
x > 1 ogp # 0definerervi Li (x”) := Ei(plogx), hvor Ei(z) er eksponential-integralet
defineret for komplekse # 0 ved udtrykket,

. 2 eldt
El(z)=/ et tin. (1.15.1)

—0oQ
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Narz er negativ reel eller i den gvre halvplan, er kurveintegialegs en kurve, der begynder i
—oo (og ender k), og som ikke kommer i den nedre halvplan. For reelle pasitkan kurven
forlgbe langs den negative reelle akse, cirkle rundt om hialae halvplan, og fortseette
langs den positive halvakse. For punkter i den nedre halvpladsaettes, at kurven krydser
den reelle akse pa den positive del; alternativt kan degietes langs en kurve i den nedre
halvplan, idet konstanteir sa skal erstattes afirn.

Funktionen Eiz) er holomorf iC opskaret langs den negative reelle akse; veerdierne for
negative reelle er greenseveerdier for veerdierne i den gvre halvplan. Kuegialet definerer
en funktion, der lokalt er holomorf med den afledetlgz = 1/z + 3, -, 7" 1/ml. Med
en konstany har vi har altsa ligningen,

Ei(z) =y +logz+ Y _ "/(mm!) (1.15.2)

m=1

(ogsandr er negativ reel, hvor vi seetter lag= log |z|+i ). Djensynlig el greenseveerdien
for z — 0 af Ei(z) — logz. Naru er positiv reel, er

—u Lt o0 ,—t 1
Ei(—u) — log(—u) = / ¢ tdt —logu| = _/ e dt + ﬁ,

00 4 u !

/1 (1— e ")dt /00 e ! dt
y=| ———— :
0 t 1 t

At y faktisk erEuler’s konstantglger af udregningerne,

1 1 11_yn n1
1+=+---4+=—logn = du— | =dt
2 n o 1—u 1 !

n1_ _ n n 11 _ n n _ n
:/ 1-@QA-1t/n) dt—/ }dt:/ 1-@A-1t/n) dt—/ (1—1t/n) di
0 1 0 1 t

t t t

hvoraf

Euler's konstant er greenseveerdien, fior~ oo, af venstresiden, og som bekendteert
greenseveerdien &t — ¢ /n)".

(1.16) Om konvergens af Riemann’s reekkeMed logaritme-integralet defineret via ekspo-
nential-integralet far vi falgende udtryk for raekken, defidererR (n):

o0 k) _.
R(¢%) = Zk:l % Ei(z/k).

Indseet, i raekken pa hgjresiden, udtrykket (1.15.2) fot /i), og brug aty + log(z/k) =
(y +logz) — logk. Resultatet bliver en sum af tre raekker. De to fgrste er reakke

oo (k) 00
Zk:lT(V+ logz) og - _ ——logk. (1.16.1)
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Man kan vise, at der geelder ligningerne,

oo k) —pn(k)logk
Zk:l —— =0, > — =1 (1.16.2)
De to venstresider opstar formelt, nar man saatter 1 i reekken ¥¢(s) = > u(k)/k* =
1/¢(s) fra (1.14.3) og i(1/¢(s)) = —>_ u(k)logk/k*. Dac(s) har en simpel pol med

residuet 1 is = 1, geelder, fos — 1, at I/¢(s) — 00g(1/¢(s)) — 1, og dette kan tages
som en vag indikation for ligningerne i (1.16.2), men larayfom bevis. Det er ikke sa sveert
at vise, at den fgrste ligning i (1.16.2) er aekvivalent mehfalssaetningen.

Det fglger af ligningerne (1.16.2), at de to raekker i (1.)6ltt bidrager med konstanten
1til R(e*). Det tredie bidrag har formen,

00 oo u(k) "
Zk:lzm:l k k™mm!

Det er nemt at se, at denne dobbeltraekke er absolut konteighombytning af summati-
onerne bliver den indre sum til raekkén, w(k)k~m=1 = 1/¢(m + 1). Vi har séledes vist,
at reekkenr (¢%) er (betinget) konvergent, og at vi for summen har udtrykket,

Zm
R =1+ _
n; Z(m 4+ Dm m!

(1.17) Opgaver.

1. Mdbius-funktionenu(n) har veerdien 1 fon = 1, vaerdien(—1)" narn er et produkt af
forskelligeprimtal, og veerdien O ellers. Vis, at MObius-funktionetr) kan karakteriseres
som den eneste funktign: N — C som opfylder:u(1) = 1 og de u(d) =0forn > 1.

2. Bevis formlenr (n) = Y, (n(k)/k)T1(4/n), hvorI1(n) er defineret i (1.12).

3. Vis, at de tre asymptotiske formlet,(n) ~ Li(n), I1(n) ~ Li(n), m(n) ~ R(n), alle
er aekvivalente med Primtalssaetningen. Her fortolkeR@i) som den (endelige) sum der
fremkommer af hgjresiden i (1.12.3), nar logaritme-inddgirsaettes til 0 for k x < 2.

4. Tegn pa millimeterpapir graferne for funktionerne 3@®) og 30Q)(x) pa intervallet
0 < x < N, hvor N := 10139, idet interval-endepunkterne pdaksen anbringes med en
afstand pa 10 cm. Du ma gerne antager@t) = x/logx for x > 2 (ogv(x) er antallet af

kvadrattal, der hgjst er), og du ma gerne tegne med en blyant, hvis spids er ca 1mm tyk.

Men du skal kunne forsvare din tegning. [Vink: 380log 10139]
5. Vis, at(3, 5, 7) er det eneste saet primtalstrillinger.
6. Bestem, medi (n) fra (1.12),A (10'8) med 2 decimaler. Vaerdien(108) er giveti(1.13).

7. Fermat-primtalleneer (ulige) primtal af formerp = 2% + 1. Vis, at hvis 2 + 1 (med
k > 0) er et primtal, s& ek ngdvendigvis en potens af 2. Fermat-primtallene er altsa af
formenF, = 22' + 1. De forste 5 Fermat-primtal er fglgende

n|0|1]2]3] 4
F,| 3 | 5 |17[257] 65537
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Man kender ikke andre Fermat-primtal. Euler beviste, at §&dop i Fs. Check lige
udregningen: Det er let at se, at 6415 - 27 4+ 1 = 5% 4+ 2*. Modulo 641 gzelder derfor, at

22 _24.28= 5% 2= —(—1*=-1, altsderF5=2%+1=0 (mod 64).

U2 8. Mersenne-primtallener primtal af formemV/,, = 27 — 1. Vis, at hvisM,, er et primtal,
sa erp et primtal. Vis, at det omvendte ikke geelder. Her er de fdvigesenne-primtal:

pl2|3|5|7] 13| 17 | 19 | 31
M,| 3 | 7 [31|127/8.191]/131071|524287|2.147.483647

Der kendes (i 2008) ialt 46 Mersenne-primtal. Det stgrstasende tilp = 43.112609, har
12978189 ciffre.

U3 9. Medo(n) betegnes summen af divisorerne,ialtsdo (n) = de d. Bestemo (pY),
nar p er et primtal. Vis, at ndn = niny, hvor faktorerne:q, no er primiske, sa et (n) =
o(n1)o (n2).

U2  10. Ettaln kaldesfuldkommenthvis det er lig med summen af sine aegte divisorer (divisoren
1 medregnet), altsa hvis(n) = 2n. Vis Euklid’s resultat: Hvis 2 — 1 er et primtal, sa er
talletn = 2°~1(2" — 1) fuldkomment.

*Vis Euler’s resultat: ethvert lige, fuldkomment taler af Euklid’s form.

U2  11. Vis, at alle tal af formem = 6k for k > 1 erabundanteal, dvs opfyldew (n) > 2n.
U3  12. Vis, at alle tal af formem = 3*5° (n > 1) erdeficienteal, dvs opfyldew (n) < 2n.

U3  13. Lad a(n) betegne antallet af lgsninger til den diofantiske ligning= x2 — y?, dvs
lasninger med:, y € Z. Vis, at nam er ulige, sa etv(n) = 2t(n), hvort(n) er antallet af
divisorer in (som bekendt kam(n) bestemmes ud fra primoplgsninges- p{l ... pyr som
t(n) = (v1+1)--- (v, +1)). Find en tilsvarende formel far(2"u), naru er ulige. [Vink:
Pas pa, der er noget lusk omkring= 1.]

Ul 14, Vis, attallend! +2,1' + 3, ..., 1! +1 en sekvens d— 1 pa hinanden fglgende tal, der
alle er sammensatte. Kan du, med en betingeldegkre dig, at ogs#l + 1 er sammensat?

U1,U8 15. Harkongruensen 23= 17 (mod 41 enlgsning? Har kongruensefi= —8 (mod 4)
en lgsning?

Ul  16. Hvordan bestemmer man antallet af cifre i Fermat-tdilet= 22 + 17

Ul 17. Gauss beviste, at-kanten er konstruerbar, hvis og kun hviser et produkt,n =
2p1--- pr, af en potens af 2 ofprskelligeFermat-primtalp;. Vis, atn-kanten er konstru-
erbar, hvis og kun hvig(n) er en potens af 2.

18. For hvert polynomiuny e Z[X] betegnes me® ( /) det polynomium, der fremkommer,
nar hver koefficient if erstattes med sin principale rest modulo 2. ®gt= R((1+ X)™)
form=12,....Fx,form=3,er(1+ X)3=1+3X +3X2+ xX3=1+ X + X%+ X3,
0g R3 er det sidste polynomium. Bestem talleRg(2) form =1, ..., 6.

Falgende er ebemeerkelsesveerdigt resultaDen uligen-kant er konstruerbar, hvis og
kun hvisn er et af tallene i falgeR1(2), R2(2), R3(2), Ra(2), . ...

Men resultatet er nu heller ikke helt korrekt! Forklar samimengen. [Vink: Det er klart,
at(1+ X)) = (1+ X)'(1 + X)™, men deraf folger vel ikke, &, = R;R,n?]
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19. Stirling’s formel udsiger, at! ~ «/En’”%e_”. Lad b, betegne den stagrste veerdi af
binomialkoefficienterng;). Vis ved hjeelp af formlen, at der findes en konstarsidledes, at
b, < C2"/\/n. Vis, at for hvert positivttat erb,, < 2" forn > 0. Vis, at hvish,, < 2"~°¢
for n = no, sd em, < 2" ¢ forallen > ng. [Vink til det sidste spgrgsmal: Har intet at gare
med det foregaende.]

20. Tilfgj til tabellen overr (n) nogle af differenserne (n) — n/logn, fx for n = 10* med
k = 6,7,8. Sammenlign med tabellens andre differenser.

21. Bestem, med = 1 ogC = 1,3 et naturligt talN saledes, at hgjresiden i (1.10.1) er
positiv forn > N. Gennemfgr et bevis for Bertrand’s postulat.

22. Antag, atn ikke er denk’te potens af et helt tal. Vis, at talléf/n er irrationalt.

23. Antag, atn ikke er en potens af 10. Vis, at 10-talslogaritmenlpger irrational. Hvad
geelder, hvis grundtallet 10 erstattes med et mere genefeljdundtalg, g > 27?

24. Antag, at for naturlige tak, y geelder ligningen? = 1 + x + x2 + x3 + x*. Vis,
at (x,y) = (3,11). [Vink: Det er klart, atx > 1. Teenk nu péa naturlige tal fremstillet i
x-tal-sxstemet. Ligningens hgjreside er sa tallet 1111 d(femn ciffre). Overvej, at k-tal-
systemet m& vaere 3-ciffret, og det ledende ciffer (koefficienternl) ma veere 1. Bestem
sa de sidste to ciffre (og og y).]

25. Vis for Q := X% — X + 41, at alle talleng (1), Q(2), ..., Q(40) er primtal. [Vink: det
kraever vist gruppearbejde! — eller en henvisning til Mat2AQ2.]

Vis, at der ikke findes noget ikke-konstant polynomiuie Z[X] saledes, at falgen
P(1), P(2), P(3), ... bestar af lutter primtal. [Vink: hvip := P(1), sa erP(np + 1) =
P(1) =0 (mod p).]

26. Lad v, (k) betegne den eksponent primtaltetorekommer med i primoplgsningen/af
Vis, atv,(n!) = |n/p] + \n/p?| + |n/p3] + - - - (det er en endelig sum!). Brug princippet,
fxmedp = 2, 3 0g 5, til at primoplgse 100!.

27. Vis, at et vilkarligt produkt af p& hinanden fglgende hele tal altid er deleligt med

28. | noterne er det vist, at reekkén %, hvor summen er over primtal, er divergent. Vis, at
divergensen ogsa falger af primtalssaetningén ~ x/logx. (*Det kraever omhyggelighed
at vise, at divergensen alene falger af en vurdering af farme) > cx/logx.)

Lad os her defineren primtalstvillingsom et primtag for hvilketg +2 ellerg — 2 ligeledes
er et primtal. Som naevnt ved man ikke, om der er uendelig mpriggalstvillinger. Man
kan vise, at reekkeh %, hvor summen er over primtalstvillinggr er konvergent, og man
kan vise, at der for antalleta(x) af primtalstvillinger mindre end eller lig medgeelder en
vurdering af formenro(x) < Kx/(logx)2.

Det er en formodning (slet ikke bevist), at der geelder enrapsytisk formel af formen
ma(x) ~ Kx/(logx)?. Vis, at konvergensen vil veere en falge af formodningen.

29. Lad Q veere en given delmeengde Hf og lad7 o (x) betegne antallet af ta] < x

i delmaengder®. Betragt for en given talfglge,, summenzanng ag, hvor notationen
indikerer, at der summeres ovgre Q meda < g < b. Af og til kan man have gavn af
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falgende omskrivninger (hvaer gennemlgber naturlige tal):

ZQap = Z Oln(JTQ(n) —mo(n — 1))

a<q<h asn<b

= app1m(h) —aumpl@a — D + Y (ay — ony1)T0(n);
a<n<b

den sidste forudseetter,@bg b er hele tal. Eftervis omskrivningerne. Vis, at divergenaen
reekkeny % over primtalp alene fglger af en vurdering af formerix) > cx/logx. Vis, at

konvergensen af reekkén % over primtalstvillingerg er en konsekvens af en vurdering af

formenmo(x) < Kx/(logx)2. [Vink: benyt, og begrund, &t 1/(n(logn)*) (overn > 2)
er konvergent, praecis nar> 1.]

30. Check lige, at definitionen i (1.15), Li) = Ei(logx), harmonerer med, at logaritme-
integralet er en stamfunktion til/1ogx, jfr (1.12.2).

31. Vis, at reekkerne (1.14.1) og (1.14.3),&inandens reciprokke".
32. Vis ligningen (1.14.4). [Vink: funktionemI(x) i (1.12) er givet ved

1
M) =) =1ipm oo (x),
p.m
hvor 1; (x) betegner den karakteristiske funktion for intervallgt
33. Det er vel klart, at eksponential-integralet{&i er reelt, nar er reel og positiv? Og at
Ei(x) = lima_o(f 2 + [F)e't1dt.
34. Lad b, betegne den midterste af binomialkoefficienteffje(eller de midterste), alts&
b, = (Z) hvisn = 2k ellern = 2k — 1. Brug Stirling’s formel herunder til at vise fglgende

formel: 1
/2 0
bn: EZ"ﬁen, hVOI’|9| gl

Ifglge (1.7) erb, < n™™. Hviken vurdering afr (n) kan herved opnas? Sammenlign med
(1.8). Du kender vel den lidt mere kvantitative udgave afligg’s formel:

K = 27 Kt %1 hvorO< 6 < 1.

35. Et naturligt tal er som bekenétvadratfrit, hvis intet kvadrat (bortset fra 1) er divisor i
tallet, eller, sekvalent, hvis det er et produkt af indbyrideskellige primtal. Bestem, udtrykt
ved antallet af primdivisorersi, antallet af kvadratfri divisorers.



