
ElmTal Cirkeldeling 3.1

3. Cirkeldelingspolynomier. Endelige legemer.

(3.1) Definition. Lad n være et naturligt tal. Et elementζ i et legemeL kaldes enn’te
enhedsrod, hvisζ n = 1 (hvor 1 er et-elementet iL). Ækvivalent erζ altså enn’te enhedsrod,
hvisζ er rod i polynomietXn − 1. Ligningenζ n = 1 medfører øjensynlig, atζ 6= 0, og atζ
i legemets multiplikative gruppeL∗ har en orden, der er divisor in. Hvis ζ harordenn, dvs
hvis ζ n = 1 ogζ j 6= 1 for 1 6 j < n, kaldesζ enprimitiv n’te enhedsrod.

Hvis legemet er de komplekse tals legemeC, har polynomietXn − 1 netopn rødder. Det
er velkendt, at de kompleksen’te enhedsrødder er tallene af formen,

ζ = e2πia/n, hvor 06 a < n.

Sættesζn := exp 2πi/n, er det altså tallene af formenζ = ζ a
n , altså potenserne af talletζn.

De kompleksen’te enhedsrødder udgør derfor den cykliske gruppe frembragt af den specielle
enhedsrodζn. Øjensynlig harζn ordenn. Heraf følger, atζ a

n har orden lig medn/(a, n).
Specielt ses, atζ a

n har ordenn, hvis og kun hvisa er primisk medn. Antallet af primitive
kompleksen’te enhedsrødder er altsåϕ(n), hvorϕ er Euler’sϕ-funktion. I legemetR er de
eneste enhedsrødder naturligvis 1 og−1 (af ordener 1 og 2).

(3.2) Definition. Polynomiet,
8n :=

∏

ζ

(X − ζ ),

hvorζ gennemløber deϕ(n) primitive, kompleksen’te enhedsrødder, kaldes detn’te cirkel-
delingspolynomium. Polynomiet8n er øjensynligt et normeret polynomium af gradϕ(n).

(3.3) Sætning.Cirkeldelingspolynomierne8n tilfredsstiller ligningerne,

Xn − 1 =
∏

d|n
8d , (3.3.1)

hvor produktet på højresiden er over alle positive divisorer d i n.

Bevis.Polynomiet på venstresiden af ligningen kan faktoriseres:

Xn − 1 =
∏

ξ

(X − ξ),

hvor ξ gennemløber den komplekse rødder i polynomiet, dvs den’te enhedsrødder. Grup-
peres i produktet faktorerneX − ξ svarende til atξ har en bestemt ordend (nødvendigvis
medd |n), fremkommer polynomiet8d . Heraf fås den ønskede formel.

Korollar. Cirkeldelingspolynomiet8n har koefficienter iZ.

Bevis.Formlen i Sætningen kan skrives:

Xn − 1 = 8n5n, hvor5n =
∏

d |n, d<n

8d .

Heraf ses, at8n fremkommer som kvotient, når polynomietXn−1 divideres med polynomiet
5n. Polynomiet5n er øjensynlig normeret. Idet Korollarets påstand vises vedfuldstændig
induktion eftern, kan det antages, at5n har hele koefficienter. Heraf følger, at kvotienten
8n også har hele koefficienter.
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(3.4) Eksempel.Øjensynlig er

81 = X − 1, 82 = X + 1, 84 = X2 + 1,

83 = X2 + X + 1 og 86 = X2 − X + 1.

Ifølge Sætning (3.3), jfr. beviset for Korollaret, fremkommer8n ved at dividere polynomiet
Xn − 1 med produktet af førstegradspolynomierneX − ξ , hvor ξ er enn’te enhedsrod af
orden strengt mindre endn. Hvis n = pr er en primtalspotens, så har enn’te enhedsrodξ
orden strengt mindre endn, netop nårξpr−1 = 1. Følgelig er

8pr =
Xpr − 1

Xpr−1 − 1
= Xpr−1(p−1) + Xpr−1(p−2) + · · · + Xpr−1

+ 1.

Specielt fås for et primtalp, at

8p = Xp−1 + Xp−2 + · · · + X + 1,

og for potenser af 2:

82r = X2r−1
+ 1.

Betragtn = 48. Hvisξ48 = 1, ogξ ikke har orden 48, så harξ ordend, hvord er en ægte
divisor i 48. Enten er altsåd divisor i 24, ellerd = 16. Følgelig er

848 =
X48 − 1

(X24 − 1)816
=

X24 + 1

X8 + 1
= X16 − X8 + 1.

(3.5) Karakteristik. Betragt et vilkårligt legemeL. Den kanoniske ringhomomorfiZ → L er
som bekendt afbildningenk 7→ k1, der afbilderk på denk’te (additive) potens af et-elementet
1 i L. Fork ∈ N er altså

k1 =
k

︷ ︸︸ ︷

1 + · · · + 1 .

Kernen er et ideal iZ, altså af formenZp, hvor p > 0. Tallet p kaldes som bekendt
karakteristikkenaf L. Karakteristikken kan være 0, svarende til at homomorfienZ → L er
injektiv; i dette tilfælde kan vi opfatteZ som en delring afL,

Z →֒ L.

Hvis karakteristikken af et legeme ikke er 0, må den som bekendt være et primtal. I dette
tilfælde giver Isomorfisætningen for ringe en naturlig isomorfi mellem kvotientenZ/p og
billedringen. Vi kan altså opfatte legemetFp = Z/p (medp elementer) som delring afL,

Fp →֒ L.

Karakteristik kan som bekendt defineres for en vilkårlig kommutativ ringR. I primtals-
karakteristik gælder følgende nyttige resultat:



ElmTal
30. september 2009

Cirkeldeling 3.3

Freshman’s Dream. Når karakteristikken afR er et primtalp, så er, for allex, y ∈ R,

(x + y)p = xp + yp, (xy)p = xpyp, 1p = 1. (3.5.1)

De to sidste ligninger er blot almindelige potensregler, den første følger ved at anvende
binomialformlen: dap er et primtal, er binomialkoefficienterne

(
p
i

)

for 0 < i < p delelige
medp, og leddene

(
p
i

)

xiyp−i er derfor 0 iR.
Et polynomiumf i Z[X] giver via den kanoniske homomorfi et polynomium iL[X].

I karakteristik 0 fremkommer det via inklusionenZ[X] →֒ L[X]. I positiv karakteristik
p reduceres først koefficienterne if modulo p; det reducerede polynomium ligger så i
delringenFp[X] ⊆ L[X]. Det fører sædvanligvis ikke til misforståelser, hvis detreducerede
polynomium også betegnes medf . I alle tilfælde kan vi, for et elementξ ∈ L, indsætteξ i
f , og specielt undersøge, omξ er rod if .

(3.6) Sætning.Lad p være karakteristikken af legemetL. Da gælder, forζ ∈ L og n ∈ N,
at ζ har ordenn i L∗, hvis og kun hvis8n(ζ ) = 0 ogp ikke går op in.

Bevis.Den sidste betingelse,p ∤ n, er naturligvis altid opfyldt, hvisp = 0. Hvis p er et
primtal, ogn er ordenen af et elementζ i L, er den også opfyldt. Antag nemlig, indirekte, at
ζ har ordenn, hvorn = dp. Da er

0 = ζ n − 1 = ζ dp − 1 = (ζ d − 1)p,

hvor den sidste ligning følger af (3.5.1). Følgelig er ogsåζ d = 1, i modstrid med at ordenen
n er den mindste positive eksponent medζ n = 1.

Vi kan altså, i resten af beviset, antage, atp ∤ n. Af (3.3.1) får vi, eventuelt ved at reducere
koefficienterne, følgende ligning iL[X]:

Xn − 1 =
∏

d | n
8d . (3.6.1)

Af (3.6.1) følger umiddelbart, at hvisζ er rod i8n, så erζ rod i Xn − 1, altsåζ n = 1, og
omvendt, hvisζ n = 1, så erζ rod i et af polynomierne8d for d | n.

Antag, atζ har ordenn. Da erζ n = 1, ogζ er dermed rod i et polynomium8d for d | n.
Specielt er ogsåζ d = 1. Daζ har ordenn, er det udelukket, atd < n. Altså erζ rod i 8n.

Antag omvendt, atζ er rod i8n. Da erζ n = 1, såζ ’s orden er en divisore i n. Daζ e = 1
fås, ved at betragte (3.6.1) forn := e, atζ må være rod i et8d , hvord | e. Antag, indirekte,
at e < n. Da erd < n, ogζ er altså rod i to forskellige faktorer på højresiden af (3.6.1). Vi
får derfor en ligningXn −1 = (X− ζ )2g med et polynomiumg ∈ L[X]. Ved differentiation
fås ligningen,

nXn−1 = (X − ζ )
(

2g + (X − ζ )g′).

Ved indsættelse afζ fås nζ n−1 = 0, og videre, ved multiplikation medζ , fås n1 = 0, i
modstrid med at karakteristikkenp ikke var divisor in.



ElmTal
30. september 2009

Cirkeldeling 3.4

(3.7) Bemærkning. HvisG er en endelig undergruppe af den multiplikative gruppeL∗, så er
G cyklisk. Dette er velkendt (og vi brugte det i (2.2), hvor vi udnyttede, at den multiplikative
gruppeF∗

p er cyklisk). Alternativt kan vi udnytte Sætningen ovenfor.
Ladn være ordenen afG. Da erξn = 1 for alle elementerξ ∈ G. PolynomietXn − 1 er

normeret af gradn, og det harn forskellige rødder iL, nemlig den elementerξ1, . . . , ξn i G.
Altså gælder iL[X] ligningen,

Xn − 1 = (X − ξ1) · · · (X − ξn). (3.7.1)

Det skal vises, at et af elementerneξi i G har ordenn. Hertil bruges Sætningen.
Ved differentiation og indsættelse afξ1 i (3.7.1) fås ligningen,

nξ n−1
1 = (ξ1 − ξ2) · · · (ξ1 − ξn).

Højresiden er forskellig fra 0. Altså kann, som indgår i venstresiden, ikke være delelig med
karakteristikken afL.

Af (3.7.1) og (3.6.1) sluttes, at hver faktor8d på højresiden af (3.6.1) må være et produkt
af visse af førstegradsfaktorerneX − ξj (lige så mange som graden af8d ). Specielt må8n

være et sådant produkt, og heraf fremgår videre, at8n har en rodξi blandt elementerneξj .
Ifølge Sætningen harξi ordenn. Den cykliske undergruppe frembragt afξi har altså orden
n, ogξi må derfor være en frembringer forG. Altså erG cyklisk.

(3.8) Sætning.Lad p være et primtal, primisk medn. Betragt iFp[X] cirkeldelingspo-
lynomiet 8n(X), og i 8n en irreducibel divisorf ∈ Fp[X] af grad r. Da er kvotien-
tringen K := Fp[X]/(f ) et legeme medpr elementer, som omfatterFp, og restklassen
ξ := (X mod f ) er en primtivn’te enhedsrod iK. Yderligere err lig med ordenen af
restklassen[p]n i (Z/n)∗.

Bevis.Det er en velkendt beskrivelse af en polynomiumskvotientK := Fp[X]/(f ), at nårf
har gradr, så erFp ⊆ K og elementerne iK kan entydigt skrives

α = a0 + a1ξ + · · · ar−1ξ
r−1 (3.8.1)

medai ∈ Fp. Der erp muligheder forai , og altsåpr muligheder forα. Derfor er|K| = pr .
Yderligere er det velkendt, nårf er irreducibel, at hovedidealet(f ) er et maksimalideal, og
at kvotientenK := Fp[X]/(f ) derfor er et legeme.

HomomorfienFp[X] → Fp[X]/(f ) er bestemt vedF(X) 7→ F(ξ). Specielt erf (ξ) = 0,
og8n(ξ) = 0, fordi f er divisor i8n. Af Sætning (3.6) fremgår, atξ har ordenn i K∗.

Den multiplikative gruppeK∗ har ordenpr − 1. Derfor er ordenenn divisor i pr − 1.
Med andre ord erpr ≡ 1 (mod n), eller [p] r

n = 1 i (Z/n)∗. Restklassen [p]n i (Z/n)∗ har
altså en orden, som er divisor ir. Det påstås, at ordenen må være lig medr. Antag hertil
for et naturligt tals, at [p] s

n = 1 i (Z/n)∗; det skal vises, ats > r. Af antagelsen følger,
at n er divisor ips − 1, og derfor erξps−1 = 1. Følgelig erξps = ξ . Heraf følger videre,
at (ξ i)p

s = ξ i . Af Fermat’s lille sætning følger, fora ∈ Fp, at ap = a, og så er er også
aps = a. Af Freshman’s Dream følger så, at højresiden i (3.8.1) ikkeændres, når den opløftes
til potensenps . Derfor erαps = α for alle α ∈ K. PolynomietXps − X har derfor depr

elementer iK som rødder. Da graden mindst er antallet af rødder, følger det, at ps > pr .
Altså ers > r, som ønsket.
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(3.9) Korollar. For hver primtalspotensq = pr findes et legemeK medq elementer, fx
bestemt som kvotienten,

K := Fp[X]/(f ),

hvor f i Fp[X] er en irreducibel divisor i8q−1. I denne beskrivelse er sideklassenξ :=
(X mod f ) en frembringer for den cykliske gruppeK∗. Yderligere gælder, at alle legemer
medq elementer er isomorfe medK. Mere generelt gælder, at hvisL er et legeme medps

elementer, så findes en homomorfiK →֒ L, hvis og kun hvisr |s.

Bevis.Med n := pr − 1 er det klart, at restklassen afp modulon har ordenr i (Z/n)∗.
Derfor kan (3.8) anvendes. Det følger, atf har gradr. Derfor er|K| = pr . Yderligere har
ξ ordenn = pr − 1, og da|K∗| = pr − 1, måξ være en frembringer for gruppenK∗.

Lad nuL være et legeme medps elementer. Antag først, at der findes en homomorfiK →
L. En homomofi mellem legemer er som bekendt altid injektiv (antydet med skrivemåden
K →֒ L), så vi kan opfatteK som dellegeme afL. Specielt kanL opfattes som vektorrum
overK, idet multiplikation af en vektoru ∈ L med en skalarα ∈ K blot er produktetαu i
legemetL. Hvis d er dimensionen afL som vektorrum overK, kan elementerne iL, efter
valg af basis, beskrives ved koordinatsæt medd koordinater fraK. Derfor er|L| = |K|d ,
altsåps = (pr )d . Derfor err |s.

Antag omvendt, atr |s. Så ern = pr − 1 divisor i ps − 1. DaL∗ har ordenps − 1, er
alleps − 1 elementer iL∗ rødder i polynomietXps−1 − 1 ∈ L[X]. PolynomietXps−1 − 1
er derfor lig med produktet af deps − 1 faktorerX − α svarende til elementerneα ∈ L∗. På
den anden side erf divisor i 8n, som er divisor iXn − 1, som er divisor iXps−1 − 1. Derfor
måf (efter normering) være lig med produktet afr af faktorerneX −α. Specielt harf altså
en rod iL. Betragt nu ringhomomorfien,

Fp[X] → L bestemt vedF(X) 7→ F(α).

Da f (α) = 0, liggerf i kernen, og derfor er hovedidealet(f ) indeholdt i kernen. Kernen
er et ægte ideal, og da hovedidealet er et maksimalideal, må ringhomomorfiens kerne være
lig med hovedidealet(f ). Isomorfisætningen giver nu en isomorfi afK = Fp[X]/(f ) på
billedringen, og dermed den ønskede homomorfiK →֒ L.

I specialtilfældet, hvors = r, dvs hvorL er et legeme medq elementer, må denne injektive
homomorfi være en isomorfi. Alle legemer medq elementer er altså isomorfe medK.

(3.10) Korollar. Ladp være et primtal. For primopløsningen afXpk −X (for k > 1) i Fp[X]
gælder da, at primfaktorerne er samtlige(normerede) irreducible polynomier iFp[X] af en
grad, som går op ik, og hver af faktorerne forekommer præcis én gang.

Bevis.Hvis en primfaktorg indgik to gange, ville vi have en ligningXpk −X = g2h i Fp[X],
og ved differentiation ville vi få:

−1 = g(2g′h + gh′),

hvilket er en modstrid, dag ikke kan være konstant.
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Ladf være et normeret, irreducibelt polynomium iFp[X], og ladr betegne graden aff .
Det skal vises, at

f |Xpk

−X ⇐⇒ r |k.

Betragt hertil kvotientenK := Fp[X]/(f ) og ækvivalensklassenξ := (X mod f ). Da erK
et legeme medpr elementer ogξ er rod if . Hvis ξ 6= 0, så liggerξ i gruppenK∗, der har
ordenpr − 1, og så erξpr−1 = 1; specielt erξpr − ξ = 0. Den sidste ligning gælder trivielt,
hvis ξ = 0. PolynomietXpr − X afbildes altså i 0 ved homomorfienF(X) 7→ F(ξ); det
ligger altså i hovedidealet(f ). Derfor erf divisor i Xpr − X.

Antag først, atr |k. Da er pr−1 | pk−1. Følgelig erXpr−1−1 | Xpk−1−1, og ved
multiplikation medX fås Xpr −X | Xpk−X. Da vi har set, atf | Xpr −X, følger det, at
f | Xpk−X.

Antag omvendt, atf | Xpk−X, altså atξpk − ξ = 0. Det skal vises, atr |k. Det er klart,
hvisr = 1, så vi kan antage, atr > 1. Specielt er såf 6= X, og derfor erξ 6= 0. Daξpk = ξ ,
følger det, atξpk−1 = 1. Ladn være ordenen afξ . Så er8n(ξ) = 0, og derfor erf divisor
i 8n. Af Sætning (3.8) følger så, atr er ordenen af restklassen [p]n i (Z/n)∗. På den anden
side ern divisor i pk − 1. Men så erpk ≡ 1 (mod n), og derfor etk et multiplum af ordenen
af [p]n, dvs et multiplum afr, som ønsket.

(3.11) Eksempel. For at konstruere et legemeF16 med 24 = 16 elementer, og heri en
frembringer for gruppenF ∗

16, betragtes cirkeldelingspolynomiet815. Man finder:

815 =
X15 − 1

(X5 − 1)(X2 + X + 1)
=

X10 + X5 + 1

X2 + X + 1
= X8 − X7 + X5 − X4 + X3 − X + 1.

Korollar (3.9) forudsiger, at dette polynomium modulo 2, dvs i F2[X], er et produkt af irre-
ducible polynomier af grad 4. Det er let at se, at der modulo 2 gælder:

X8 + X7 + X5 + X4 + X3 + X + 1 = (X4 + X3 + 1)(X4 + X + 1).

De to polynomier på højresiden er altså irreducible iF2[X]. Det søgte legeme kan altså fx
beskrives somF16 := F2[X]/(X4 + X + 1). Ved denne beskrivelse er restklassenξ , af X

modulo(X4 + X + 1), en frembringer for den multiplikative gruppeF ∗
16.

Bemærk, hvordan man regner i det således konstruerede legeme F16: Elementerne har
formen

r = r0 + r1ξ + r2ξ
2 + r3ξ

3,

og de svarer til 4-sæt(r0, r1, r2, r3) af restklasser modulo 2. Addition af 4-sæt er blot koor-
dinatvis addition. Multiplikation er bestemt ved ligningen,

ξ4 = ξ + 1;
heraf følger fx, atξ5 = ξ + ξ2, atξ6 = ξ2 + ξ3, atξ7 = ξ3 + ξ4 = ξ3 + ξ + 1, osv.

Det skal understreges, at det i almindelighed er en ikke-triviel opgave at faktorisere cirkel-
delingspolynomierne modulop. I det simpleste tilfælde,r = 1 (altsåq = p), af (3.9), vides,
at de irreducible divisorer i8p−1 er førstegradsfaktorer. Det er førstegradsfaktorerneX − a,
hvor restklassena erprimitiv rod modulop, dvs en frembringer for den cykliske gruppeF∗

p ,
og det er ikke-trivielt at bestemme primitive rødder modulop (nårp ≫ 0).
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(3.12) Eksempel.Betragtq = 49, hvor altsåp = 7. Vi har

848 = X16 − X8 + 1.

Sætningen forudsiger, at dette polynomium modulo 7 er et produkt af (nødvendigvis 8)
andengradspolynomier.

Et legeme med 49 elementer kan naturligvis konstrueres som en kvotientF7[X]/(g) for et
vilkårligt irreducibelt andengradspolynomiumg. Fx erg = X2 + 1 et sådant polynomium,
idet polynomiet modulo 7 øjensynlig ikke har rødder. Ladi betegne restklassen afX i
kvotientringenL := F7[X]/(X2 + 1). Da har elementerne iL formena + ib, hvora, b ∈ F7;
regning foregår ved at udnytte, ati2 = −1. Specielt hari orden 4. For at bestemme et
elementa + ib af orden 8, løses ligningen(a + ib)2 = i, altså

a2 − b2 = 0, 2ab = 1;

en løsning er(a, b) = (2, 2), så 2+ 2i har orden 8. Et element af orden 16 bestemmes ved
at løse(c + id)2 = 2 + 2i, altså

c2 − d2 = 2, 2cd = 2.

En løsning er(c, d) = (5, 3). Elementet 5+ 3i har altså orden 16. Endelig, da 2 øjensynlig
har orden 3, følger det, at 2(5 + 3i) = 3 − i har orden 48. Dette element er den ene rod i

f = X2 − 6X − 4 = X2 + X − 4.

Vi kan altså også opfatteL som kvotientenF49 := F7[X]/(X2 + X − 4): elementerne har
formena + bξ , meda, b ∈ F7, og regning iF49 er bestemt vedξ2 = 4 − ξ . Elementetξ har
orden 48.

(3.13) Korollar. Ladαp(r) betegne antallet af irreducible normerede polynomier af gradr i
Fp[X]. Da erpr =

∑

d |r dαp(d), og følgelig er

αp(r) =
1

r

∑

d |r
pr/dµ(d),

hvorµ er Möbius-funktionen.

Bevis.Produktet af samtlige irreducible polynomier af gradd |r er ifølge Korollar (3.10) lig
medXpr − X. Den første anførte ligning følger nu ved sammenligne graderne, og heraf
følger den anden ligning ved Möbius-inversion.

(3.14) Bemærkning. Af (3.8) fremgår, hvordan man undersøger, om polynomiet8̄n (frem-
kommet ved at reducere koefficienterne i8n modulop) er irreducibelt iFp[X], hvor p ∤ n.
Det fremgår mere præcist, hvordan man bestemmer graden af deirreducible faktorerf , der
indgår i primopløsningen af̄8n ∈ Fp[X].
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I primopløsningen af̄8n i Fp[X] som produkt af irreducible, normerede polynomier er
faktorerne i øvrigt indbyrdes forskellige. Antag nemlig indirekte, for et irreducibelt poly-
nomiumf ∈ Fp[X], at f 2 er divisor i 8̄n. Konstruktionen i Sætning (3.8) giver et legeme
K ⊇ Fp, hvori f har en rodξ . Da f 2 er divisor i 8̄n, er ξ dobbeltrod i8̄n. Men det er
i modstrid med, atξ er en primitivn’te enhedsrod, hvorfor polynomiet̄8n i K har ϕ(n)

forskellige rødder, nemlig potenserneξa med(a, n) = 1.

Det er et fundamentalt resultat i algebraisk talteori, at8n altid er irreducibelt iQ[X].
Betragt hertil iQ[X] en normeret, irreducibel divisorF i 8n. Det skal vises, atF = 8n.

DaF | 8n, er enhver (kompleks) rod iF også rod i8n, altså en primitivn’te enhedsrod. Det
skal altså omvendt vises, at enhver primitivn’te enhedsrod er rod iF . Ud fra en given primitiv
n’te enhedsrodζ fås de øvrige som potenserneζ a, meda > 1 primisk medn. Eksponentena
kan skrives som produkt af primtalp medp ∤ n. Det er derfor nok at vise følgende påstand:

Hvis ζ er rod iF ogp er et primtal medp ∤ n, så erζp også rod iF .
I beviset for påstanden bruges, at ethvert polynomium iQ[X] medζ som rod er et multi-

plum afF . Det følger af at polynomiumsringenQ[X] er et hovedidealområde: Polynomierne
i Q[X] medζ som rod er et ideal; derfor findes et normeret polynomiumF0 således, at dette
ideal består af samtlige multipla afF0. DaF(ζ ) = 0, erF et multiplum afF0; daF er irre-
ducibel, og altså kun har trivielle divisorer, erF = F0. Idealet består derfor af alle multipla
af F .

Antag nu, indirekte, atζp ikke er rod iF . Polynomiet8n ∈ Q[X] er et produkt af
irreducible, normerede faktorer, og en af dem erF . Daζp er rod i8n, måζp så være rod i en
af de andre irreducible faktorer; lad os kalde denG. Fra primopløsningen iQ[X] af 8n(X)

får vi så specielt en faktorisering iQ[X]:

8n = FGH. (*)

Da polynomierne er normerede og venstresiden har hele koefficienter, følger det af et korollar
til Gauss’s Lemma, atF, G, H har koefficienter iZ. Daζp er rod iG, erζ rod i polynomiet
G(Xp). Altså erG(Xp) et multiplum afF . Derfor findes en faktoriseringG(Xp) = QF .
At Q har koefficienter iZ følger fx af Sætningen om division med rest.

Nu reduceres koefficienterne modulop. Af (*) fås 8̄n = F̄ ḠH̄ . Videre er koefficienterne
i Ḡ elementer iFp, og for a ∈ Fp gælderap = a ifølge Fermat’s lille sætning. Derfor
følger det af Freshman’s Dream, at

(

Ḡ(X)
)p = Ḡ(Xp). Af QF = G(Xp) følger derfor, at

F̄ Q̄ = Ḡp. Vi har altså følgende faktoriseringer iFp[X]:

8̄n = F̄ ḠH̄ , Q̄F̄ = Ḡp. (**)

Betragt nu iFp[X] en irreducibel, normeret divisorf i F̄ . Af den anden faktorisering følger,
at f er divisor i Ḡp , og heraf følger, daf er irreducibel, atf er divisor i Ḡ. I den første
faktorisering erf altså divisor i bådeF̄ og Ḡ, og derfor erf 2 divisor i 8̄n. Men det er en
modstrid, idet primdivisorerne i primopløsningen af8̄n som nævnt er indbyrdes forskellige.

Hermed er påstanden ovenfor bevist, og det er godtgjort, at8n er irreducibelt iQ[X].
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(3.15) Bemærkning. Cirkeldelingspolynomier har mange anvendelser. Lad os hervise, for
et naturligt taln > 1, at der er uendelig mange primtalp medp ≡ 1 (mod n). Lad der være
givet k primtal p1, . . . , pk. Vi viser, at der eksisterer et primtalp, forskelligt fra de givne,
medp ≡ 1 (mod n).

Vi bemærker først, at for hvert naturligt talh er værdien8n(h) et helt tal (fordi8n har
hele koefficienter), og nårh > 2 er8n(h) > 1. Mere præcist gælder uligheden,

(h − 1)ϕ(n) < 8n(h), nårh > 1. (3.15.1)

Tallet8n(h) er nemlig produktet af faktorerneh − ξ for primitive n’te enhedsrødderξ . For
hver sådan er også̄ξ = ξ−1 en primitiv n’te enhedsrod. Idet (3.15.1) er triviel forn = 2,
antager vin > 2, og så er̄ξ 6= ξ . Medh − ξ forekommer altså ogsåh − ξ̄ som faktor, og
produktet af disse to faktorer er positivt. Altså er8n(h) positiv (endda foralle reelle talh,
nårn > 2).

Numerisk er|h − ξ | lig med afstanden frah til ξ . Daξ ligger på enhedscirklen, ogξ 6= 1,
er |h − ξ | > |h − 1|. Altså gælder (3.15.1).

Vælg nu, for de givne primtal,h := np1 · · ·pk. Tallet8n(h) er større end 1, så der findes
et primtalp, medp |8n(h). Da8n(h) er divisor ihn − 1, erp divisor i hn − 1. Specielt kan
p ikke være divisor ih. Altså erp forskellig fra de givne primtal, ogp er ikke divisor in.
Modulop er restklassen [h] ∈ Fp rod i 8n. Følgelig har [h] ordenn i gruppenF∗

p . Altså er
n divisor i p − 1, dvsp ≡ 1 (mod n), som ønsket.

Det er en sætning af Dirichlet, at der i enhver primisk restklasse findes uendelig mange
primtal, altså at der for hverta primisk medn findes uendelig mange primtalp medp ≡ a

(mod n). Ovenstående viser resultatet fora = 1.

(3.16) Bemærkning.Lad os som yderligere anvendelse vise, at ethvert endeligt skævlegeme
3 er kommutativt [Wedderburn’s Sætning, 1905].

Hertil betragtescentretL i 3, bestående af de elementerα ∈ 3, som kommuterer med
alleλ ∈ 3. Øjensynlig erL et kommutativt dellegeme af3. Specielt er elementantallet iL

en primtalspotensq. Som i (3.9) kan vi opfatte3 som vektorrum overL. Specielt følger det,
at elementantallet i3 er en potensqr af q. Det skal vises, atr = 1.

Den multiplikative gruppe3∗ har ordenqr − 1. Det er klart, atL∗ er centret i gruppen
3∗. Klasseligningen har altså formen,

qr − 1 = q − 1 +
∑′

|3∗ : C∗(αj )|, (3.16.1)

hvor C∗(α) er centralisatoren i3∗ af α, og summen er over repræsentanter for konjugeret-
klasser uden for centret. Specielt er hvert led i summen strengt større end 1. Centralisatoren
C∗(α) består af de elementerλ ∈ 3∗, for hvilke λα = αλ. Føjes hertil nul-elementet,
fremkommer øjensynlig et delskævlegemeC(α) af 3. DaL ⊆ C(α), følger det at|C(α)| er
en potensqd . Altså er|C∗(α)| = qd − 1.

Klasseformlen giver altså en ligning af formen,

qr − 1 = q − 1 +
∑ qr − 1

qdj − 1
.
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Hvert led i summen er et helt tal, såqdj − 1|qr − 1. Heraf følger let, atdj |r. Endvidere er
dj en ægte divisor ir, da leddene i summen var større end 1. Det følger nu af (3.3.1), at tallet
8r (q) er divisor i hvert led i summen. Videre er8r(q) divisor i qr − 1. Af ligningen følger
derfor, at8r (q) er divisor iq − 1. Vurderingen (3.15.1) giver nu en modstrid, med mindre
r = 1.

(3.17) Opgaver.
1. Vis, at konstantleddet i8n, for n > 1, er lig med 1. Vis, at koefficienterne i8n ikke altidH2
er±1 eller 0. [Vink: bestem nogle koefficienter i8105.]

2. Vis for ζ ∈ C og et ulige talu, atζ har orden 2u, hvis og kun hvis−ζ har ordenu. SlutU4
heraf, at82u(X) = 8u(−X).

3. For et polynomiumf af gradk defineresc(f ) := −fk−1, hvorfk−1 er koefficienten tilU4
leddet at næsthøjeste grad. Vis, for normerede polynomierf, g, atc(fg) = c(f )+c(g). Vis,
at næsthøjestegradskoefficienten i8n er lig med−µ(n), hvor µ(n) er Möbius-funktionen.
[Vink: Brug Opgave Kap1: 1.]

4. Vis formlen8n =
∏

d | n(X
n/d − 1)µ(d), hvorµ er Möbius-funktionen.U4

5. Det fremgår af Eksempel (3.12), at iF7[X] er f := X2 + X − 4 divisor i 848. BestemU4
kvotienten848/f .

6. Angiv, i F7[X], primopløsningen af848 (eller i hvert fald nogle af primfaktorerne).

7. Diskuter for hvilken og primtalp ∤ n polynomiet8n er irreducibelt iFp[X]. (Fx: FindesU5
der for et givetn altid sådanne primtalp? Eventuelt uendelig mange?)

8. Bestem828.

9. Vis, nårp er et primtal ogp ∤ n, at8np(X) = 8n(X
p)/8n(X).U4

10. Vis, nårp er et primtal ogp ∤ n, at i Fp[X] er 8np = 8
p−1
n .U4

11. Vis, at der forFp[X] gælder, at brøkdelen af irreducible polynomier blandt alle polynomierU5
af gradn asymptotisk er lig med 1/n.

12. *Vis
”
primtalssætningen“ forFp[X]: Nummerér polynomierne iFp[X], således at førstU9

kommer konstanterne, dernæst polynomierne af grad 1, dernæst polynomierne af grad 2, osv;
polynomierne af samme grad nummereres tilfældigt. Ladπp(n) være antallet af irreducible
blandt de førsten polynomier. Da gælder asymptotisk:πp(n) ∼ Cn/ logn, med konstanten
C = logp.

13. Vis, at hvisqd − 1 er divisor iqs − 1, så erd |s. [Vink: skriv s = hd + r, medr < d,U4
og regn moduloqd − 1.]

14. Vis, for enhedsrødderneζ5 := e2πi/5 og ζ10 := e2πi/10, atU4

ζ5 =
√

5 − 1

4
+ i

√

10+ 2
√

5

4
, ζ10 =

√
5 + 1

4
+ i

√

10− 2
√

5

4
.

[Vink: ζ := ζ5 er rod i 85, såζ 4 + ζ 3 + ζ 2 + ζ + 1 = 0. Efter division medζ 2 fås

0 = (ζ + ζ−1)2 + (ζ + ζ−1) − 1, hvorafζ + ζ−1 = −1+
√

5
2 . Tilsvarende erζ10 rod i

810 = X4 − X3 + X2 − X + 1.]
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15. Der er velkendte
”
pæne“ udtryk for de primitiven’te enhedsrødderζn for n = 3, 4 og 5.U6

Ud fra et udtrykζn = a+ ib (b > 0) får man et udtryk forζ2n ved at løse andengradsligningen
z2 = a + ib; det giver

ζ2n =

√√
a2 + b2 + a

2
+ i

√√
a2 + b2 − a

2
=

√

1 + a

2
+ i

√

1 − a

2
.

Bestem herved pæne udtryk forζ6, ζ8, ζ10, ζ12, ζ16, ζ20, ζ24. Hvorfor kan man ikke tilsvarende
få et udtryk forζ9, og mere generelt forζ3n, ved at bruge, atz = ζ3n opfylderz3 = a + ib? –
det er jo en simpel trediegradsligning, og Cardano’s formelfortæller, hvordan sådan en skal
løses.

16. Vis, nårp er et primtal ogp |m, at8pνm(X) = 8m(Xpν
). Vis, nårp ∤ n og ν > 0, atU6

8pνn(X) = 8n(X
pν

)/8n(X
pν−1

).

17. Principielt kann’te enhedrødder defineres i en vilkårlig (kommutativ) gruppeG: Det er deU6
elementerg ∈ G, som opfylder, atgn = 1. LadαG(n) betegne antallet afn’te enhedsrødder.
Hvordan bestemmer man antallet af elementer af ordenn ud fra funktionenαG?

Hvordan bestemmer manαG(n), nårG er cyklisk? Hvordan bestemmes antalletαG×H (n)

for en produktgruppe ud fraαG ogαH ?

18. Lad K være et endeligt legeme af karakteristikp. Vis, at elementantalletq i K er enU8
potensq = pr af p. Vis, atαq = α for alleα ∈ K.

19. Lad L være et legeme af positiv karakteristikp. Afbildningenσ(ξ) := ξp er så en
ringhomomorfiσ : L → L, og den inducerer en ringhomomorfiL[X] → L[X], hvor billedet
σf af et polynomiumf ∈ L[X] fås ved at anvendeσ på koefficienterne if .

Ladf være et normeret polynomium med koefficienter iFp. Vis, at hvisf i L har en rod
ξ , så er ogsåξp rod i f .

Antag, atf ∈ Fp[X] er irreducibelt, med rodenξ i L, og atf 6= X (altså atξ 6= 0). Lad
r være graden aff og ladn være ordenen afξ . Da gælder som bekendt, atr er ordenen af
restklassen afp modulon. Vis, at rødderne if er potenserneξpi

for i = 0, . . . , r − 1.

20. Antag, atp ≡ 3 (mod 4) er et primtal. Vis, at legemetFp2, medp2 elementer, så kanU6
defineres som kvotientenFp[X]/(X2+1). Ideti betegner restklassen afX, har elementerneα
i Fp2 altså fremstillingerα = a + ib med entydigt bestemte koefficientera, b ∈ Fp. Regning
i Fp2 er bestemt vedi2 = −1.

Vis, atα = a + ib er rod i polynomiet(X − a)2 + b2 ∈ Fp[X]. Sætᾱ := a − ib. Vis, at
α 7→ ᾱ er en ringhomomorfiFp2 → Fp2. Vis, atᾱ = αp for alleα ∈ Fp2.

21. LegemetF49 er beskrevet i (3.12): Elementerne har formena + ib, hvor a, b ∈ F7 ogU6
i2 = −1. For elementetξ = 5+ 3i erξ2 = 2+ 2i, ogξ4 = i. Specielt erξ8 = −1 ogξ har
orden 16. Elementetζ = 2ξ = 3 − i har så orden 48.

Bestem de 8 potenserζ a for a = 1, 5, 11, 13, 17, 19, 25, 41, og de 8 normerede anden-
gradspolynomier iF7[X], hvori potenserne er rødder. Hvad kan du sige om disse polynomier
i relation til cirkeldelingspolynomiet848.
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22. *Lad p være et ulige primtal. Vis, at der findes en ring med præcisp enheder, hvis og
kun hvisp er et Mersenne-primtal.

23. Vis, at Sætning (3.8) gælder, nårFp erstattes med et vilkårligt endeligt legemeL medq

elementer: Antag(n, q) = 1. Betragt iL[X] en irreducibel divisorf i 8n. Så erf ’s grad
lig med ordenen af [q]n i (Z/n)∗.

24. Vis, at817 er irreducibel iF3[X].


