EImTal Cirkeldeling 3.1

3. Cirkeldelingspolynomier. Endelige legemer.

(3.1) Definition. Lad n veere et naturligt tal. Et elementi et legemeL kaldes em’te
enhedsrodhvis¢” = 1 (hvor 1 er et-elementetli). Akvivalent er altsa em’te enhedsrod,
hvis¢ er rod i polynomietX” — 1. Ligningens” = 1 medferer gjensynlig, &t 0, og atg
i legemets multiplikative gruppg&™ har en orden, der er divisori Hvis ¢ harordenn, dvs
hvis¢” =1 0g¢/ # 1for 1< j < n, kaldess enprimitiv n’te enhedsrod.

Hvis legemet er de komplekse tals legeéhar polynomieX” — 1 netopn radder. Det
er velkendt, at de kompleksete enhedsrgdder er tallene af formen,

;‘:ezma/", hvor 0< a < n.

Seettes, := exp 2ri/n, er det altsa tallene af formen= ¢,*, altsa potenserne af tallgt.
De komplekse’'te enhedsradder udgar derfor den cykliske gruppe frentlafaten specielle
enhedsrod,. djensynlig harw, ordenn. Heraf faglger, at,” har orden lig med:/(a, n).
Specielt ses, at* har ordem, hvis og kun hvisz er primisk med:. Antallet af primitive
komplekser'te enhedsradder er altgdn), hvor ¢ er Euler'se-funktion. | legemefR er de
eneste enhedsrgdder naturligvis 1-ef (af ordener 1 og 2).

(3.2) Definition. Polynomiet,
o, =[x -0,
¢

hvor ¢ gennemlgber de(n) primitive, komplekse:'te enhedsrgdder, kaldes dete cirkel-
delingspolynomiumPolynomiet®,, er gjensynligt et normeret polynomium af gragh).

(3.3) Saetning. Cirkeldelingspolynomiern®,, tilfredsstiller ligningerne,
X"—1=]]®a. (3.3.1)
din
hvor produktet pa hajresiden er over alle positive divisdren.
Bevis.Polynomiet pa venstresiden af ligningen kan faktoriseres:

X"—1=[]x -9,
§

hvor & gennemigber de komplekse rgdder i polynomiet, dvs diée enhedsrgdder. Grup-
peres i produktet faktorerng — & svarende til at har en bestemt ordeth (n@dvendigvis
medd |n), fremkommer polynomie®,. Heraf fas den gnskede formel. a

Korollar. Cirkeldelingspolynomie®,, har koefficienter .
Bevis.Formlen i Seetningen kan skrives:
X" —-1=®,M,, hvorll, = ]—[ D,
d|n,d<n
Heraf ses, ab,, fremkommer som kvotient, nar polynomigt — 1 divideres med polynomiet
I1,,. Polynomietl], er gjensynlig normeret. Idet Korollarets pastand visesfulesteendig

induktion eftern, kan det antages, &i, har hele koefficienter. Heraf fglger, at kvotienten
®,, ogsa har hele koefficienter. 0
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(3.4) Eksempel. Gjensynlig er

Pr=X-1 dry=X+1 &s=X>+1,
P3=X’+X+1 og Pg=X°—-X+1
Ifglge Saetning (3.3), jfr. beviset for Korollaret, fremkorar ®,, ved at dividere polynomiet

X" — 1 med produktet af farstegradspolynomiete- &, hvor & er enn’te enhedsrod af
orden strengt mindre end Hvisn = p” er en primtalspotens, sa har gtte enhedsrod

orden strengt mindre end netop néugPF1 = 1. Falgelig er

xr -1

= T - x?P =D Lox P =2 x4
Xr -1

@pr =

Specielt fas for et primtagp, at
b, =Xty xP 24X 41,
og for potenser af 2:
Oy = X2 41

Betragtn = 48. Hvis&*® = 1, og¢ ikke har orden 48, s& hgrordend, hvord er en aegte
divisor i 48. Enten er altsa divisor i 24, ellerd = 16. Fglgelig er

X% -1 X +1

T (XA _ Db X841

dyg x1_ x84 1.
(3.5) Karakteristik. Betragt etvilkarligtlegemé&. Den kanoniske ringhomomofi — L er
som bekendt afbildningen— k1, der afbildek pa denk'te (additive) potens af et-elementet

1iL. Fork € Neraltsd
k

—_——
k1=1+---+1.

Kernen er et ideal Z, altsd af formerZp, hvor p > 0. Tallet p kaldes som bekendt
karakteristikkeraf L. Karakteristikken kan veere 0, svarende til at homomoifien L er
injektiv; i dette tilfeelde kan vi opfatt& som en delring af.,

7 — L.

Hvis karakteristikken af et legeme ikke er 0, ma den som bdtkegere et primtal. | dette
tilfeelde giver Isomorfisaetningen for ringe en naturlig issfnmellem kvotienter?Z/p og
billedringen. Vi kan altsa opfatte legenigt= Z/p (medp elementer) som delring df,

E, — L.

Karakteristik kan som bekendt defineres for en vilkarlig koatativ ring R. | primtals-
karakteristik geelder falgende nyttige resultat:
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Freshman’s Dream. Nar karakteristikken aR er et primtalp, sa er, for allec, y € R,

x4+ )P =xP+yP, (xy)? =xPyP, 17 = 1. (3.5.1)

De to sidste ligninger er blot almindelige potensreglen tiste falger ved at anvende
binomialformlen: dap er et primtal, er binomialkoefficienterr(é) for0 < i < p delelige
medp, og leddend?)x’y?~" er derfor O iR.

Et polynomium f i Z[X] giver via den kanoniske homomorfi et polynomiuni [ X].
| karakteristik 0 fremkommer det via inklusion&jX] < L[X]. | positiv karakteristik
p reduceres farst koefficienternefi modulo p; det reducerede polynomium ligger sa i
delringenF,[X] < L[X]. Det fgrer seedvanligvis ikke til misforstaelser, hvis oetucerede
polynomium ogsa betegnes mg¢d | alle tilfaelde kan vi, for et elemeist € L, indszette i
f, 0g specielt undersgge, arer rod i f.

(3.6) Seetning.Lad p veere karakteristikken af legemiet Da geelder, fot € L ogn € N,
at¢ har ordem i L*, hvis og kun hvisb, () = 0 og p ikke gar op in.

Bevis.Den sidste betingelsg, t n, er naturligvis altid opfyldt, hvipp = 0. Hvis p er et
primtal, ogn er ordenen af et elementi L, er den ogsa opfyldt. Antag nemlig, indirekte, at
¢ har ordem, hvorn = dp. Da er

0=¢"-1=¢"-1=@-D7",

hvor den sidste ligning falger af (3.5.1). Falgelig er ogé&= 1, i modstrid med at ordenen
n er den mindste positive eksponent nggd= 1.

Vikan altsa, i resten af beviset, antagepdtn. Af (3.3.1) far vi, eventuelt ved at reducere
koefficienterne, falgende ligningli[ X]:

x"—1=]]oa (3.6.1)
dln

Af (3.6.1) fglger umiddelbart, at hvis er rod i ®,, sd er¢ rod i X" — 1, alts&™ = 1, og
omvendt, hvis” = 1, sa er rod i et af polynomiern@, for d | n.

Antag, at¢ har ordem. Da er¢” = 1, og¢ er dermed rod i et polynomiumd,; for d | n.
Specielt er ogs&? = 1. Dac har ordem, er det udelukket, af < n. Alts& er¢ rod i @,,.

Antag omvendt, at errodi®,. Daer:"” = 1, sa’s orden er en divisozi n. Dazé =1
fas, ved at betragte (3.6.1) for.= ¢, at¢ ma veere rod i e®,, hvord | e. Antag, indirekte,
ate < n. Daerd < n, 0g¢ er altsa rod i to forskellige faktorer pa hgjresiden af (B.6Vi
far derfor en ligningk” — 1 = (X — ¢)?g med et polynomiung € L[X]. Ved differentiation
fas ligningen,

nX"t= (X - )2+ (X - 0)g).

Ved indseettelse af fasn¢”~1 = 0, og videre, ved multiplikation med, fasnl = 0, i
modstrid med at karakteristikkgnikke var divisor in. a
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(3.7) Bemeerkning. Hvis G er en endelig undergruppe af den multiplikative gruppesa er
G cyklisk. Dette er velkendt (og vi brugte det i (2.2), hvor dnyttede, at den multiplikative
gruppeIF; er cyklisk). Alternativt kan vi udnytte Saetningen ovenfor.

Ladn veere ordenen af. Da eré” = 1 for alle elementef € G. PolynomietX” — 1 er

normeret af grad, og det hawn forskellige redder L., nemlig den elementegy, ..., &, G.
Altsa geelder iL[ X] ligningen,
X'"—1=(X—-&)---(X —§&,). (3.7.1)

Det skal vises, at et af elementerfé G har ordem. Hertil bruges Saetningen.
Ved differentiation og indsaettelse &fi (3.7.1) fas ligningen,

gt = (81— &) (E1— &)
Hgjresiden er forskellig fra 0. Altsa kan som indgar i venstresiden, ikke veere delelig med
karakteristikken af..

Af (3.7.1) og (3.6.1) sluttes, at hver faktdy; pa hgjresiden af (3.6.1) ma veere et produkt
af visse af farstegradsfaktorerfe— ¢; (lige s& mange som gradendf;). Specielt méd,
veere et sadant produkt, og heraf fremgér vider&,ahar en rod; blandt elementerng.
Ifalge Saetningen hay ordenn. Den cykliske undergruppe frembragtgfhar altsa orden
n, 0g&; ma derfor veere en frembringer for. Altsa erG cyklisk.

(3.8) Seetning.Lad p veere et primtal, primisk med. Betragt iF,[X] cirkeldelingspo-
lynomiet ®,(X), og i ®, en irreducibel divisorf e T,[X] af gradr. Da er kvotien-
tringenK = E,[X]/(f) et legeme meg" elementer, som omfattéf,, og restklassen
& = (X mod f) er en primtivn’te enhedsrod K. Yderligere err lig med ordenen af
restklassefp), i (Z/n)*.

Bevis.Det er en velkendt beskrivelse af en polynomiumskvotient F,[X]/(f), at nar f
har gradr, sa e, € K og elementernek kan entydigt skrives

o =ap+ a& +-- -ar_lfr_l (3.8.1)
meda; € F,. Der erp muligheder fow;, og altsd” muligheder forx. Derfor er|K| = p”.
Yderligere er det velkendt, n&f er irreducibel, at hovedidealéf) er et maksimalideal, og
at kvotientenk := F,[X]/(f) derfor er et legeme.

HomomorfienF,[ X] — E,[X]/(f) er bestemt ved'(X) — F(&). Specielterf () =0,
og @, (¢§) = 0, fordi f er divisor i ®,. Af Seetning (3.6) fremgar, gthar ordem i K*.

Den multiplikative gruppek™ har ordenp” — 1. Derfor er ordenen divisori p” — 1.
Med andre ord ep” = 1 (modn), eller [p], = 1i (Z/n)*. Restklassend], i (Z/n)* har
altsd en orden, som er divisori Det pastas, at ordenen ma veere lig medintag hertil
for et naturligt tals, at [p],; = 1 (Z/n)*; det skal vises, at > r. Af antagelsen falger,
atn er divisor i p* — 1, og derfor e”’~1 = 1. Folgelig es”’ = &. Heraf folger videre,
at (€)P" = £, Af Fermat’s lille seetning falger, fou € F,, ata? = a, 0g sa er er ogsa
a?’ = a. AfFreshman’s Dream falger s&, at hgjresiden i (3.8.1) dekeires, nar den oploftes
til potensenp®. Derfor era”” = « for allew € K. PolynomietX?”’ — X har derfor dep”
elementer ik som rgdder. Da graden mindst er antallet af radder, folgeate’ > p”.
Altsa ers > r, som gnsket. 0



EImTal Cirkeldeling 3.5
30. september 2009

(3.9) Korollar. For hver primtalspoteng = p" findes et legem& medq elementer, fx
bestemt som kvotienten,

K :=E[X]/(f).

hvor f i F,[X] er en irreducibel divisor ®,_1. | denne beskrivelse er sideklassen=

(X mod f) en frembringer for den cykliske grup@&*. Yderligere geelder, at alle legemer
medqg elementer er isomorfe mdd. Mere generelt gaelder, at hdiser et legeme meg?*
elementer, sa findes en homomdifi— L, hvis og kun hvis: |s.

Bevis.Medn := p" — 1 er det Kklart, at restklassen afmodulon har orden i (Z/n)*.
Derfor kan (3.8) anvendes. Det fglger,fahar grad-. Derfor er|K| = p”. Yderligere har
£ ordenn = p” — 1, og daK*| = p" — 1, ma¢ veere en frembringer for gruppen®.

Lad nuL veere et legeme med elementer. Antag farst, at der findes en homoni¥orfi>
L. En homomofi mellem legemer er som bekendt altid injektivty@det med skrivemaden
K — L), sa vi kan opfatt&k som dellegeme af. Specielt kan opfattes som vektorrum
over K, idet multiplikation af en vektor € L med en skalaw € K blot er produktetru i
legemetL. Hvisd er dimensionen af. som vektorrum ovekK, kan elementerneli, efter
valg af basis, beskrives ved koordinatsaet nidaordinater frak. Derfor er|L| = |K|¢,
altsép® = (p")?. Derfor err|s.

Antag omvendt, at |s. Sa em = p” — 1 divisorip* — 1. DaL* har ordenp® — 1, er
alle p* — 1 elementer iL* rgdder i polynomie”’~1 — 1 € L[X]. Polynomietx? —1 — 1
er derfor lig med produktet af de’ — 1 faktorerX — o svarende til elementerrec L*. P4
den anden side ef divisor i ®,,, som er divisor X — 1, som er divisor X' 1 — 1. Derfor
ma f (efter normering) vaere lig med produktetadf faktorerneX — «. Specielt harf altsa
en rod iL. Betragt nu ringhomomorfien,

F,[X] = L bestemtved”(X) — F(x).

Da f(x) = 0, ligger f i kernen, og derfor er hovedidealef) indeholdt i kernen. Kernen
er et aegte ideal, og da hovedidealet er et maksimalidealinghamomorfiens kerne veere
lig med hovedidealets). Isomorfisaetningen giver nu en isomorfi &f = F,[X]/(f) pa
billedringen, og dermed den gnskede homomkrfi— L.

| specialtilfaeldet, hvos = r, dvs hvorL er et legeme meg elementer, ma denne injektive
homomorfi vaere en isomorfi. Alle legemer mgeélementer er altsa isomorfe mé&d a

(3.10) Korollar. Ladp veere et primtal. For primoplgsningen}affk — X (fork > 1) i F,[X]
geelder da, at primfaktorerne er samtlig®rmeredgirreducible polynomier If,[ X] af en
grad, som gar opki, og hver af faktorerne forekommer praecis én gang.

Bevis.Hvis en primfaktorg indgik to gange, ville vi have en Iigningl’k —X = g2%hi F,[X],
og ved differentiation ville vi fa:

—1=g2¢'h +gh"),

hvilket er en modstrid, da ikke kan vaere konstant.
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Lad f veere et normeret, irreducibelt polynomiuifj,[ X], og ladr betegne graden af.

Det skal vises, at

FIXP'—X = r|k.
Betragt hertil kvotienterk := I,[X]/(f) og aekvivalensklasseén:= (X mod f). Daerk
et legeme megh” elementer og er rod i . Hvis & # 0, sa liggel i gruppenk*, der har
ordenp” — 1, og s ee? ~1 = 1; specielt e€?" — ¢ = 0. Den sidste ligning geelder trivielt,
hvisé = 0. Polynomietx?" — X afbildes altsd i 0 ved homomorfigh(X) > F(£); det
ligger alts& i hovedidealgtf). Derfor er f divisori X? — X.

Antag forst, at-|k. Da erp’'—1| p*—1. Felgelig erx? ~1—1| x?*~1-1, og ved
multiplikation medX fas X? —X | X?*—X. Da vi har set, atf | X?' —X, felger det, at
f1xP-x.

Antag omvendt, af | XPk—X, altsa aEPk — & = 0. Det skal vises, at|k. Det er Klart,
hvisr = 1, sd vikan antage, at> 1. Specielt er s # X, og derfor e # 0. Dagl’k =&,
falger det, aEPk_l = 1. Ladn vaere ordenen &f. S erd, (&) = 0, og derfor erf divisor
i ®,. Af Seetning (3.8) falger s&, ater ordenen af restklassep][, i (Z/n)*. P& den anden
side em divisori p¥ — 1. Men s&d ep* = 1 (mod n), og derfor ek et multiplum af ordenen
af [p],., dvs et multiplum a¥, som gnsket. a

(3.11) Eksempel. For at konstruere et legenfas med # = 16 elementer, og heri en
frembringer for gruppeit; i, betragtes cirkeldelingspolynomi@ts. Man finder:

x15_1 _X1°+X5+1
(X5-D(X2+X+1) X2+X+1
Korollar (3.9) forudsiger, at dette polynomium modulo 2sd¥¥,[ X], er et produkt af irre-
ducible polynomier af grad 4. Det er let at se, at der moduleskigr:

XX+ X+ X+ X3+ X+1=X*+ X3+ DX + X + D).

De to polynomier pa hgjresiden er altsa irreducibie[iX]. Det sggte legeme kan altsa fx
beskrives sonffig := F[X]/(X* + X + 1). Ved denne beskrivelse er restklasgemf X
modulo(X* + X + 1), en frembringer for den multiplikative grupfie;.

Bemeerk, hvordan man regner i det séledes konstruerede édggmElementerne har
formen

= X8 X'+ x° - x*+x3-_x+1.

P15 =

r=ro+ri& +rpg? + rag3,

og de svarer til 4-sa&gtq, r1, r2, r3) af restklasser modulo 2. Addition af 4-seet er blot koor-
dinatvis addition. Multiplikation er bestemt ved ligninge
=+ 1

heraf falger fx, at®> = £ + £2, ate® = g2 + &3 ate’ =3+ 4 = €34+ £ + 1, osw.

Det skal understreges, at deti almindelighed er en ikkgetropgave at faktorisere cirkel-
delingspolynomierne modulp. | det simpleste tilfeelde, = 1 (altsdg = p), af (3.9), vides,
at de irreducible divisorerd®,,_, er fgrstegradsfaktorer. Det er farstegradsfaktoréinea,
hvor restklassea er primitiv rod modulop, dvs en frembringer for den cykliske gruppg,
og det er ikke-trivielt at bestemme primitive redder modplfnar p > 0).
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(3.12) Eksempel.Betragtg = 49, hvor altsgp = 7. Vi har
dyg= X0 x84 1

Seetningen forudsiger, at dette polynomium modulo 7 er etlykbaf (ngdvendigvis 8)
andengradspolynomier.

Et legeme med 49 elementer kan naturligvis konstrueres sdmaientF;[ X]/(g) for et
vilk&rligt irreducibelt andengradspolynomiugn Fx erg = X2 + 1 et sddant polynomium,
idet polynomiet modulo 7 gjensynlig ikke har radder. Liabetegne restklassen &f i
kvotientringenL := F7[X]/(X? + 1). Da har elementerndi formena +ib, hvora, b € Fy;
regning foregér ved at udnytte, & = —1. Specielt hai orden 4. For at bestemme et
elementz + ib af orden 8, Igses ligningai + ib)? = i, altsa

az—bzzo, 2ab =1,

en lgsning exa, b) = (2, 2), sa 2+ 2i har orden 8. Et element af orden 16 bestemmes ved
atlgse(c + id)2 =2+ 2i, altsa

?—d*=2 2cd=2

En lgsning elc, d) = (5, 3). Elementet 5+ 3i har altsa orden 16. Endelig, da 2 gjensynlig
har orden 3, fglger det, at2+ 3i) = 3 — i har orden 48. Dette element er den ene rod i

f=X>-6X—-4=X?>+X—-4

Vi kan alts& ogsa opfatte som kvotienterfsg := Fy[X]/(X? + X — 4): elementerne har
formena + b&, meda, b € Fy, og regning ifag er bestemt veg? = 4 — &. Elemente€ har
orden 48.

(3.13) Korollar. Lada,(r) betegne antallet af irreducible normerede polynomier adigii
E[X]. Daerp” =%, dap(d), og folgelig er

1
ap(r) = - % P u(d),

hvor . er Mébius-funktionen.

Bevis.Produktet af samtlige irreducible polynomier af gedld- er ifglge Korollar (3.10) lig
med X" — X. Den fogrste anferte ligning felger nu ved sammenligne graeleog heraf
falger den anden ligning ved Mdbius-inversion. a

(3.14) Bemaerkning. Af (3.8) fremgér, hvordan man undersgger, om polynomie{frem-
kommet ved at reducere koefficientern@,j modulo p) er irreducibelt iF,[ X], hvor p { n.
Det fremgar mere preecist, hvordan man bestemmer gradenimédecible faktorerf, der
indgér i primoplgsningen ab,, € F,[X].
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| primoplgsningen afb,, i [F,[X] som produkt af irreducible, normerede polynomier er
faktorerne i gvrigt indbyrdes forskellige. Antag nemliglirekte, for et irreducibelt poly-
nomium f e F,[X], at f2 er divisor i ®,. Konstruktionen i Seetning (3.8) giver et legeme
K 2 T, hvori f har en rock. Da f2 er divisor i ®,, er & dobbeltrod i®,. Men det er
i modstrid med, at er en primitivs'te enhedsrod, hvorfor polynomia@, i K har ¢(n)
forskellige r@dder, nemlig potenseréfemed(a, n) = 1.

Det er et fundamentalt resultat i algebraisk talteorataltid er irreducibelt Q[ X].

Betragt hertil iQ[ X] en normeret, irreducibel divisdr i ®,. Det skal vises, af' = ©,,.
DaF | ®,, er enhver (kompleks) rodi ogsarod id,, altsa en primitiv.'te enhedsrod. Det
skal altsd omvendt vises, at enhver primitite enhedsrod er rodf'. Ud fra en given primitiv
n'te enhedsrod fas de gvrige som potenserntg meda > 1 primisk med:. Eksponenten
kan skrives som produkt af primtalmedp { n. Det er derfor nok at vise fglgende pastand:

Hvis ¢ errod i F og p er et primtal meg { n, sd er;” ogsa rod iF .

| beviset for pastanden bruges, at ethvert polynomi@] med¢ som rod er et multi-
plum afF. Det fglger af at polynomiumsringéd[ X] er et hovedidealomrade: Polynomierne
i Q[X] med¢ som rod er et ideal; derfor findes et normeret polynomitysaledes, at dette
ideal bestar af samtlige multipla &. Da F(¢) = 0, er F et multiplum afFp; da F er irre-
ducibel, og altsa kun har trivielle divisorer, Er= Fy. Idealet bestar derfor af alle multipla
af F.

Antag nu, indirekte, at” ikke er rod i F. Polynomiet®, € Q[X] er et produkt af
irreducible, normerede faktorer, og en af denfeDac? er rod i®,,, mac? sadveererodien
af de andre irreducible faktorer; lad os kalde denFra primoplgsningenQ[ X] af @, (X)
far vi sa specielt en faktoriseringd[ X]:

®, = FGH. *)

Da polynomierne er normerede og venstresiden har hele &ieetffer, falger det af et korollar
til Gauss’s Lemma, ak', G, H har koefficienter Z. Da¢? errod iG, er¢ rod i polynomiet
G(XP). Altsa erG(X?) et multiplum afF. Derfor findes en faktoriserinGg (X?) = QF.
At Q har koefficienter IZ fglger fx af Seetningen om division med rest.

Nu reduceres koefficienterne modyloAf (*) fs ®,, = FG H. Videre er koefficienterne
i G elementer i, og fora € E, geeldera” = a ifglge Fermat's lille seetning. Derfor
folger det af Freshman’s Dream,(aff(X))” = G(XP). Af QF = G(XP) felger derfor, at
FQ = GP. Vi har altsé fglgende faktoriseringeFj[ X]:

®,=FGH, QF=G?’. (**)

Betragt nu iF,[ X] en irreducibel, normeret divisof i F. Afden anden faktorisering falger,
at f er divisor i G?, og heraf fglger, dg er irreducibel, atf er divisor i G. | den farste
faktorisering erf altsd divisor i bade” og G, og derfor erf? divisor i ®,. Men det er en
modstrid, idet primdivisorerne i primoplgsningendaf som naevnt er indbyrdes forskellige.
Hermed er pastanden ovenfor bevist, og det er godtgjodt,, &r irreducibelt iQ[ X].
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(3.15) Bemeerkning. Cirkeldelingspolynomier har mange anvendelser. Lad owiser for
et naturligttal: > 1, at der er uendelig mange primjamedp = 1 (modn). Lad der veere
givetk primtal p1, ..., pr. Viviser, at der eksisterer et primtal forskelligt fra de givne,
medp =1 (modn).

Vi bemaerker farst, at for hvert naturligt taler veerdiend,, (#) et helt tal (fordi®,, har
hele koefficienter), og nér > 2 er®, (h) > 1. Mere preaecist gaelder uligheden,

(h — )%™ < &, (h), ndrh > 1. (3.15.1)

Tallet ®,,(h) er nemlig produktet af faktorerrie— & for primitive n’'te enhedsrgddey. For
hver sddan er ogsi= £~ en primitivn'te enhedsrod. Idet (3.15.1) er triviel far= 2,
antager vin > 2, 0g s e€ # £. Medh — & forekommer altsd ogsa — £ som faktor, og
produktet af disse to faktorer er positivt. Altsa®y (k) positiv (endda forlle reelle talh,
narn > 2).

Numerisk effh — £| lig med afstanden fra til £. Daé& ligger pa enhedscirklen, dg# 1,
erlh —&| > |h — 1|. Altsa geelder (3.15.1).

Veelg nu, for de givne primtak := np; - - - px. Tallet®, (h) er starre end 1, sa der findes
et primtalp, medp | ®,,(h). Da®,,(h) er divisorih™ — 1, erp divisorih™ — 1. Specielt kan
p ikke veere divisor . Altsa erp forskellig fra de givne primtal, og er ikke divisor in.
Modulo p er restklassem| € E, rod i ,. Fglgelig har k] ordenn i gruppenk;. Altsé er
n divisorip —1,dvsp = 1 (modn), som gnsket.

Det er en seetning af Dirichlet, at der i enhver primisk resgke findes uendelig mange
primtal, altsa at der for hvertt primisk medn findes uendelig mange primtalmedp = a
(mod n). Ovenstaende viser resultatet foe 1.

(3.16) Bemaerkning.Lad os som yderligere anvendelse vise, at ethvert end&bgtiegeme
A er kommutativt Wedderburn’s Saetnin@905].

Hertil betragtesentretL i A, bestaende af de elementerc A, som kommuterer med
allex € A. @jensynlig erL et kommutativt dellegeme af. Specielt er elementantalleLi
en primtalspoteng. Som i (3.9) kan vi opfatté& som vektorrum ovef.. Specielt falger det,
at elementantalletA er en poteng” af g. Det skal vises, at = 1.

Den multiplikative gruppe\™ har ordery” — 1. Det er klart, atL* er centret i gruppen
A*. Klasseligningen har altsa formen,

¢ —1=q -1+ |A*: C*@))l, (3.16.1)

hvor C*(«) er centralisatoren A* af @, 0g summen er over repraesentanter for konjugeret-
klasser uden for centret. Specielt er hvert led i summengtiggrre end 1. Centralisatoren
C*(a) bestar af de elementer ¢ A*, for hvilke Ao = a). Fgjes hertil nul-elementet,
fremkommer gjensynlig et delskaevlege@x) af A. DaL C C(«), falger det atC ()| er
en poteng?. Altsé er|C*(a)| = ¢? — 1.

Klasseformlen giver altsa en ligning af formen,

g —1
r_1l=g—1 2 .
q g—1+ 1
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Hvert led i summen er et helt tal, 8§ — 1|¢" — 1. Heraf falger let, atl; |r. Endvidere er

d; en aegte divisori, da leddene i summen var starre end 1. Det fglger nu af (3a.1llet

®, (¢q) erdivisor i hvert led i summen. Videre ér,(¢) divisoriqg”™ — 1. Af ligningen falger
derfor, at®, (¢) er divisorig — 1. Vurderingen (3.15.1) giver nu en modstrid, med mindre
r=1.

(3.17) Opgaver.

1. Vis, at konstantleddetd,,, forn > 1, er lig med 1. Vis, at koefficienternal,, ikke altid

er+1 eller 0. [Vink: bestem nogle koefficientemi;gs.]

2. Vis for ¢ € C og et ulige tals, at¢ har orden 2, hvis og kun hvis—¢ har orderu. Slut

heraf, at®y,(X) = ®,(—X).

3. For et polynomiumf af gradk defineres:(f) := — fx—1, hvor f;_1 er koefficienten til
leddet at naesthgjeste grad. Vis, for normerede polynofnieratc( fg) = c(f)+c(g). Vis,

at naesthgjestegradskoefficiented,i er lig med—u(n), hvor u(n) er Mdbius-funktionen.
[Vink: Brug Opgave Kapl: 1.]

4. Vis formlen®,, = [, (X"/¢ — )@, hvor u er Mobius-funktionen.

5. Det fremgér af Eksempel (3.12), aFi[X] er f := X? + X — 4 divisor i d45. Bestem
kvotientend,g/f .

6. Angiv, i ;[ X], primoplgsningen af4g (eller i hvert fald nogle af primfaktorerne).

7. Diskuter for hvilken og primtalp { n polynomiet®,, er irreducibelt iF,[ X]. (Fx: Findes
der for et givet: altid sadanne primtgh? Eventuelt uendelig mange?)

8. Bestemdog.

9. Vis, ndrp er et primtal ogp { n, at®,,,(X) = ®,(XP)/®,(X).

10. Vis, nérp er et primtal ogp { n, atiF,[X] er &, = cpﬁ_l.

11. Vis, atder foilf,[ X] geelder, at brakdelen afirreducible polynomier blandt ptilynomier
af gradn asymptotisk er lig med /lu.

12. *Vis ,primtalsseetningen* fo,[ X]: Nummerér polynomiernelf,[ X], séledes at forst
kommer konstanterne, dernaest polynomierne af grad 1, depwdgnomierne af grad 2, osv;
polynomierne af samme grad nummereres tilfeeldigt. ach) veere antallet af irreducible
blandt de farste polynomier. Da geelder asymptotisk; (n) ~ Cn/logn, med konstanten
C =logp.

13. Vis, at hvisq? — 1 er divisor ig* — 1, s& eid |s. [Vink: skriv s = hd + r, medr < d,
og regn modulg? — 1]

14. Vis, for enhedsradderng := ¢?*/° 0g 19 := #7/10, at

V5—-1 10+ 25 :\/§+1 V10— 25

{5 = 2 + i 2 , ¢10 2 I 2

[Vink: ¢ := ¢s errod i®s, s&c* + ¢3+¢2+ ¢ +1 = 0. Efter division med;2 fas
0=C+cYH2+@+¢H -1, hvorafc +¢71 = ‘1%@ Tilsvarende ek rod i
DPro=X*—X34+X2-X+1]
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15. Der er velkendtepaene” udtryk for de primitiva’te enhedsraddey, forn = 3, 4 og 5.
Udfraetudtryk;, = a+ib (b > 0) far man et udtryk fot,, ved at lgse andengradsligningen
72 = a + ib; det giver

Ja?+b2+a | [a?+b%—a 1+4a  |1—a
Con = f—“ 5 = > +i >

Bestem herved paene udtryk #gt ¢s, ¢10, {12, {16, £20, £24. HvOrfor kan man ikke tilsvarende
f& et udtryk forze, 0g mere generelt fag,, ved at bruge, at = ¢z, opfylderz® = a +ib? —
det er jo en simpel trediegradsligning, og Cardano’s forimetéeller, hvordan sadan en skall
loses.
16. Vis, narp er et primtal ogp |m, at ® v, (X) = @, (X?"). Vis, nérp { n ogv > 0, at
@i (X) = By (XP") /Dy (XP").
17. Principielt kam'te enhedradder defineres i en vilkarlig (kommutativ) greiep Det er de
elementeg € G, som opfylder, ag” = 1. Ladag (n) betegne antallet afte enhedsradder.
Hvordan bestemmer man antallet af elementer af ondedh fra funktionerxs?

Hvordan bestemmer maig; (n), narG er cyklisk? Hvordan bestemmes antadlgt, ;7 (n)
for en produktgruppe ud fre; og oy ?

18. Lad K veere et endeligt legeme af karakterispik Vis, at elementantallet i K er en
potensg = p" af p. Vis, ata? = « for allex € K.

19. Lad L veere et legeme af positiv karakterisiik Afbildningeno (&) := &7 er sa en
ringhomomorfo : L — L, og den inducerer en ringhomomakfiX] — L[X], hvor billedet
o f af et polynomiumf e L[X] fas ved at anvende pa koefficienterne .

Lad f veere et normeret polynomium med koefficientgy.i Vis, at hvisf i L har en rod
£,saerogsg’ rodi f.

Antag, atf € F,[X] er irreducibelt, med rode&i L, og atf # X (altsé at # 0). Lad
r veere graden af og ladn veere ordenen &f. Da geelder som bekendt,aer ordenen af
restklassen ap modulon. Vis, at radderne  er potenserné?’ fori =0, ...,r — 1.

20. Antag, atp = 3 (mod 4 er et primtal. Vis, at legeméit 2, med p? elementer, s& kan
defineres som kvotienté?,;[X]/(X2+1). Ideti betegner restklassen ¥f har elementerne
i IF,2 altsé fremstillingerr = a + ib med entydigt bestemte koefficienterb € F,. Regning
i F2 er bestemt ved = —1.

Vis, ato = a + ib er rod i polynomie(X — a)? + b? € F,[X]. Seetw :=a — ib. Vis, at
o > a er en ringhomomorfF,. — 2. Vis, ata = o’ for allea € F..
21. Legemetl,g er beskrevet i (3.12): Elementerne har fornaes ib, hvora, b € F; og
i> = —1. Forelemente§ = 5+ 3i eré? = 2+ 2i, ogé* = i. Specielt e® = —1 og¢ har
orden 16. Elementet = 25 = 3 — i har s& orden 48.

Bestem de 8 potensef fora = 1,5, 11,13 17, 19, 25,41, og de 8 normerede anden-
gradspolynomierlF;[ X], hvori potenserne er ragdder. Hvad kan du sige om disse poliar
i relation til cirkeldelingspolynomie®,s.



ElmTal Cirkeldeling 3.12
30. september 2009

22. *Lad p veere et ulige primtal. Vis, at der findes en ring med prggasheder, hvis og
kun hvisp er et Mersenne-primtal.

23. Vis, at Saetning (3.8) geelder, néy erstattes med et vilkarligt endeligt legerhenedq
elementer: Antagn, g) = 1. BetragtiL[X] en irreducibel divisorf i ®,. Sa erf’s grad
lig med ordenen afd],, i (Z/n)*.

24. Vis, at®47 er irreducibel iF3[ X].



