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Supplerende opgaver

De efterfelgende opgaver er supplerende opgaver til brug for undervisningen i Matematik
for geologer. De er forfattet af Hans Jargen Beck. Opgaverne falder i fire samlinger: Den
indledende bestér af opgaver beregnet til diskussioni kursetsfarste uge. Herefter falger del 1,
der omhandler vektorer i planen, del 2, der supplerer opgaverne fralaaebogen VR, \iektorer
og rumgeometri, og del 3, der supplerer opgaverne fra larebogen ID, Integralregning og
differentialligninger.

0. Opgaver til farste uge.

Opgave0.1. Hvad betyder det, at en funktion er differentiabel? Hvordan lyder en eksakt
definition padifferentiabilitet? Hvad er betydningen af falgendebegreber: differenskvotient?
differentialkvotient? afledet funktion? Hvilke tolkninger kender du af differentialkvotien-
ten for en funktion? Lav en tegning, der illustrerer forskellen mellem differenskvotient og
differetialkvotient.

Kender du regnereglernefor at differentiere: en konstant funktion? en sum? en differens?
et produkt? en kvotient? en sammensat funktion? en omvendt (invers) funktion?

Differentialkvotienten for en funktioni tallet x betegnesbl.a. f'(x). Hvilke andre beteg-
nelser kender du for differentialkvotienten (eller for den afledede funktion).

Bestem de afl edede funktioner af @l gende funktioner,

ax +b, x", sSnx, cosx, tanx, Inx, e*.

Opgave0.2. Enfunktion f er givet ved
fO=e'—e % >0

Undersgg f og dens graf med hensyn til monotoniforhold, ekstrema og asymptoter. Vis, at
t = 0 er eneste nulpunkt for f. Tegn grafen for f i et koordinatsystem, hvor enheden pa
x-aksen (farsteaksen) er 1 cm (1 cm = 1) og enheden pa y-aksen (andenaksen) er 10 cm (1
cm=0,1).
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Opgave 0.3. Brug regnereglerne for differentiation til at bestemme den afledede funktion
f'(x), nér

@ f(x) = %xlﬁ, (b) f(x) =e*sinx,
2?2 -1
(c) f(x) =cosx -Inx, d) f(x) = B

(& f(x) =exp@® —4x +3), () f(x) = exp(g(x)),
hvor g(x) er en differentiabel funktion.
Opgave0.4. Der er givet funktionen
fx)=e¥ —2¢5 xeR.

Bestem det approksimerende farstegradspolynomium (spargsmal: Hvad er det?) i punktet
(0, £(0)).

Opgave0.5. Undersgg — og tegn grafen for — funktionen

f(x) = exp(—x2 + 2x + 1).

Opgave 0.6. Fra gymnasiet kendes logaritmefunktionerne logx og Inx. Funktionen In
er den sakaldt naturlige logaritme, mens log er logaritmefunktionen med grundtal 10. Det
er den sidste funktion (der ogsa kaldes 10-talslogaritmen), vi skal beskadftige os med her.
Funktionen log x er defineret for positive vaadier af x, og vaadimangden er ale reelle tal.
Videreer

log(a - b) =loga + logb, log(10) = 1.

Den farste ligning gedder for ale logaritmefunktioner, den sidste er speciel for 10-talsloga-
ritmen. Man kan vise, at der yderligere gadder falgende regneregler:

logl =0,
log(ay-az---a,) =logay +logaz + --- + logay,,
log(a/b) =loga — logb,
log(a®) = x -loga,

log(%/a) = X loga.

Logaritmefunktionenlog blev oprindeligt opfundet/opdaget som et regneteknisk hjad pemid-
del, og bevarede i mange sammenhaange denne position indtil ca. midten af 1970 erne, hvor
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fremkomsten af lommeregnere og udbredel sen af datamater slog den ud. Forskelligelogarit-
mefunktioner har imidlertid stadig kolossal betydning. | vil mgdelog i f.eks. kemien, (hvor
den bl.a. bruges ved definitionen af pH-vaadien for en vaeske), og | vil mgde den naturlige
logaritme In senere pa efteraret i forbindel se med integralregningen.

Begge funktioner har omvendte (inverse) funktioner, som er eksponentiafunktioner. Den
omvendtetil logx er 10*, og den omvendtetil Inx er ¢*.

Og satil selve opgaven: Med 2 decimalers ngjagtighed gadder om 10-talslogaritmen, at
log2 = 0, 30, log3 = 0, 48. Desuden gadder (som naevnt) log 10 = 1. Brug regnereglerne
for logaritmefunktioner til udfradisse vaadier at udregne:

log4, log5, log6, log9, logl5, log(3/2), logl00,

log(150), log(1500), log(0,75), log(2,25), log(1/2), log~/2.

Opgave0.7. Lgsligningerne

log(3x) = 0,4711, logx = —0, 1448, log(2x + 1) = 3,1639.

Opgave0.8. Lasligningen

logx? — log(x — 3) = 7log2 — log8.

Opgave0.9. Lgsligningerne
4,1" =12 47, 2,7-1,57" =7,92,

6,2-3,4"=2,8.1,2", 3,7% -9.3, 7" +14=0.

Opgave0.10. Lesligningssystemet

2'F =72, 3'2 =108.

Opgave 0.11.  Brug potensregnereglerne til at udregne falgende tal. Check evt. med
lommeregneren. Hvad er nemmest?

4—3 i 5—3 4—2 X 5—2 (_4)—1 . (_5)—1
10-3 100-2 (—=1000)-1 ~°

2-1.31 272.373 2-3.371
el 63 62
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Opgave0.12. Reducér udtrykket

(a—2)3 —a- a_2 . a_3
(a2)3 _ a—2 . a3

Opgave0.13. Reducér udtrykket

((ab)” . ap)q b7
(a/b)" - (@ P)=4-a="

Opgave 0.14. Reducer udtrykket
AWCASNCANIN A
b a b al

Opgave0.15. Firetad, a, b, c 0g d, er forbundet ved ligningen
a—b= ¢ .
d

Isolér hvert af defiretal a, b, ¢, d (dvsomskriv ligningen, sahhv. a, b, ¢, og d kommer til at
sta alene pa den ene side af lighedstegnet).

Opgave0.16. Femtal, a, b, ¢, d 0g e, er forbundet ved ligningen

a—bt |09(eC/d) '

Isolér hvert of talleneb, ¢, d oge.
Opgave0.17. Lesligningen

log(log10x) + log(log x®) = 1.
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1. Supplerende opgaver om vektorer i planen.

Opgave1.1. Nedenfor er tegnet vektoremed, b og ¢. Tegn vektoremed + b, a + ¢, b+ ¢,
i+b+2. -

Opgave 1.2. Indtegn summen af de nedenfor tegnede vektorer (afsat med samme begyn-
del sespunkt).

a

- b
a

- b
a

b

Opgave 1.3. Betragt igen vektorerne fraopgave 1. Indtegn vektorerne

-

a—-b, b—c¢, a+b—-¢, a—-b+c.

Opgave 1.4. Tegn falgende vektorer ud fravektorerned, b og & i opgave 1:

2 + b + 3¢, 2b — 34 — 2C. a+20b—73),

la+b— 16 —2a+ 3 - 1o).

Opgave 1.5. Der er givet frz:lgende to parallelle vektorer a 09 b. Bestem ved maling med
enlineal et tal k1 siledes, atd = kib og et tal k2 Sledes, at b = kod.

Opgavel.6. Trevektorer &, b og ¢ er tegnet herunder:
a _
_,_E.’
Opgaven gar ud paved konstruktion at oplzsec efter a og b, dvsat konstruereto vektorer

a1 og by saledes, at i1 erparallel medd, by er paralel medbogc = d1 + b1 Opl as derefter
befteraogc mtaefterbogc
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Opgave 1.7. Tegn paet stykke kvadreret papir vektorerned, b og ¢ med koordinaterne
i=(21, b=(-31, &=(16,-2).
Find koordinaterne for fggende vektorer:
i+b+¢ da+b—¢, 3a—b+2¢, —4i+3b-7.
Bestem tal x, y sdledes, at
vb.
b

= xa +
(Bemagk, at dette svarer til at oplgse ¢ efter a og b, jfr ssgtningen side VR15.)

Opgavel.8. Der er givet punkterne A = (1, 3), B = (5,6),C = (6,1),09 D = (-1, —2).
Find koordinaternetil AB, BC, CD og DA, og vis, a

AB+BC+CD+ DA =0.

Opgave 1.9. | parallelogrammet ABCD er A = (—2,—2), B=(-1,3)og D = (5,1).
Tegn en skitse, og find ved beregning koordinaternetil C.

Opgave 1.10. | paralldogrammet ABCD er A = (3,2), B = (5,5) og AC = (8, 2). Find
koordinaternetil hjgrnerne C og D. Tegn parallelogrammet.

Opgave 1.11. Find langden af faglgende vektorer:

i=3,-4), b=(21, &=(-46), d=(-8,6),
e=2v2,-v3), f=@&Dd =11, h=(-50.

Opgave 1.12. Ofte er det bekvemt at kunne bestemme en enhedsvektor ¢ parallel med en
given vektor a. Dette lader sig gare ved at dividerea med sin egen laangde |a | (derved bliver
enhedsvektoren ¢ ensrettet med a) eller med —|a| (hvorved ¢ bliver modsat rettet a). Bestem
enhedsvektorer, der har samme retning som f@l gende vektorer:

i= (=34, b=(31, &=(-2-3),
og bestem enhedsvektorer, der har retning modsat af felgende vektorer:

-

d=(11,-2), f=(-512), 3=(24).
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Opgave 1.13. Givet vektorqnea =(-3,-1) og b= (2, —3). Bestem en enhedsvektorer,
som er ensrettede med a og b. Bestem en vektor som er ensrettet med a og har laangden 8.
Bestem en vektor, som modsat rettet af 5 og har langden 5+/13.

Opgave 1.14. | parallelogrammet ABCD er (1) A = (—2,1), (2) AB er ensrettet med
% = (1, 1) og har langden 4+/2, (3) BC er ensrettet med ii = (3, —1) og har laangden 3+/10.
Find koordinaternetil punkterne B, C og D. Tegn parallelogrammet.

Opgave 1.15. Hvor mange vetorer er der reprassentanter for pa denne figur?
e D

Opgave 1.16. Lad A og B vaaeto forskellige punkter. Beskriv maangder af de punkter P
for hvilke:

(1) AP er pardlel med BP. (2) AP og BP er ensrettede. (3) AP er vinkelret pa BP.
(4) AP erligmed PB. (5) AP er ligmed BP. (6) |AP| er ligmed |[BP|. (7) AP er en
enhedsvektor. (8) Vinklen mellem AB og AP er 45°,

Opgave 1.17. Givet en vinkel med toppunkt 7 og punkterne A og B pahvert ben:
B

T

A
Konstruér punktet P Siledes, at TP = TA + T B.

Opgave 1.18. | et paralelogram tegnes 8 vektorer ud fra diagonal ernes skaaingspunkt:

} S
1
QU

Udtryk de andre vektorer ved vektorernea og b.

Opgave1.19. Der er glvet vektorernea = (4, -3), b= (= 1, 3) ogc = (2, 1) Bestem de
skalagre produkter a - b,a- cogb ¢. Bestem vektorerne (a - b)c (b ¢)a samt (a - b)a+(b c)c.
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Opgave 1.20.  Givet vektoren ¢ = (2,4). Afger hvilke af felgende vektorer, der star
vinkelret paa:

b=(-6,4), &= (=21, d=(=3 -1,
é=(5-2), f=(16,-8), g=(—15,8).

Opgave 1.21.  For ethvert reelt tal k er der ved G = (k,2) og b = (3, 2k — 14) bestemt to
vektorer a og b. Find a - b udtrykt ved k. Find de vaadier af k for hvilkea - b = 0.

Opgavel.22. Givet vektorerned = (2k — 1, k) og b = (k, k + 4). For hvilke vaadier af k
era Ll b?

Opgavel.23. Trepunkter A, B og C er givet ved dereskoordinater. Afger omtrekant ABC
er retvinklet, nar

1) A=(11), B =(9 -1), C=(57),

2) A=(-81), B=(-1-2), C=(923),

3 A=(-4,-3), B=(-1-4, C=(11),
4 A=(2 -4, B = (4,6), C =(-11,9.

Opgave 1.24. Find koordinaternetil tvaarvektorernetil for falgende vektorer:
i= (54, b=(2-7), ¢=(-3,-5, d=(-12).
Tegn i hvert tilfad de vektoren og dens tvaavektor.

Opgave 1.25. Givet vektorernea =(2,-1 ogb = (—7,7/2). Fi nd 4. Finda - b. Hvad
kan man sige om retningerne af a og b pagrundlag af vaadienaf a - b?

Opgavel.26. Bestemdevaadier af a, for hvilkevektorernea = (a+4, a) ogl; =(9,2a-1)
er parallelle.

Opgavel.27. Findligningenfor denretteliniei planen, der er bestemt ved normalvektoren
1 og punktet Po, nar

D n=(23), Po= (14,
2) n=(-12, Pp=(-3-D,
3) i=(01), Po= (4,2),
4 i=(2-5, P=@B -1,
5 i=(-1,-7), Po=(20).
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Opgave 1.28. Find ligningen for linien med haddningsvektoren (2, —1) gennem punktet
39.

Opgave 1.29. Trekant ABC er bestemt ved
A=(-12), B = (1,6), C = (4,4).

Find ligningerne for de linier, der indeholder trekantens sider. Find sidernes laangder. Find
ligningen for den linie, der g&r gennem B og star vinkelret palinien gennem A og C. Find
denne linies skagingspunkt P med linien gennem A og C. Find leangden af AP. Find
duttelig trekantens areal 7 (Benyt formlen T = %hg, hvor i er en hgjdei trekanten og g er
den tilsvarende grundlinie).

2. Supplerende opgaver til VR.

Opgave2.1. Der er givet vektorerned = () ogb = (3).

(1) Bestem koordinaternetil vektoren 4a — 2b. (2) Bestemtallet - b. (3) Bestem vinklen
mellema og b. (4) Bestem arealet af det parallelogram, der udspaandesaf & og b. (5) Bestem
koordinatsatet til &'s projektion pa b.

Opgave 2.2. Der er givet vektorerned = (5), b = (%), ¢ = (%) ogd = (}). Find de
vaadier o k, for hvilked + b er parallel med & + d.

Opgave2.3. | etkoordinatsystemi planen er givet punkterne P(3, —4) og Q (5, 1). Trekant
ABC er bestemt ved, at A = (—2,7) og

(symbolet PO stér for tvaavektoren til P_Q>). Bestem koordinaternetil B og C. Bestem en
parameterfremstilling for den linie, der indeholder punkterne B og C.

Opgave 24. | rummet er givet et koordinatsystem. Punkterne A og B er bestemt ved
koordinatsadtene A(1, 2, —2) og B(3, —1,4). Bestem en parameterfremstilling for linien
gennem A og B.

Opgave 2.5. | en orienteret plan er der givet en egentlig vektor v. Om en firkant ABCD
— L —> L = — C — . —> .
gedder, at AB = 2v, BC = 3v, BD 1 AC, og projektionen af AD pa AB er lig med
—v. Tegn en egentlig vektor v, og tegn ud fra den valgte vektor en skitse af firkant ABCD.
Bestem AD og CD udtrykt ved 3 og 0. Bestem graditallet & vinklen mellem AD og CD.
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Opgave 2.6. | et koordinatsystem er givet punkterne A(—1, 7) og B(2,6). Videreer D et

punkt, om hvilket det gadder, at AD = —35, hvor § = AB. Find koordinatsatet for D. En
linie ¢ har parameterfremstillingen

x=1+1¢, y=—-4+2,

hvor ¢ betegner et reelt tal. Med P, betegnes det til # hgrende punkt pa¢. Bestem detd ¢, om
hvilke det gadder, at vinkel B P; D er ret.

Opgave2.7. Tolinier [ ogm er givet ved parameterfremstillingerne

X 1 1 X 3 -2
Z 1 0 Z -1 4
Bestem koordinatsadtet til skaaingspunktet mellem !/ og m.

Opgave 2.8. Bestem en ligning for den plan =, der indeholder punkterne A(4, 2, 1),
B(3,1,0) 09 C(6,1,1). Enliniel er givet ved parameterfremstillingen

X 10 3
. <y)::(o)+¢(_2).
Z 3 1
Bestem koordinatsadtet til skaaingspunktet mellem/ og .

Opgave 2.9. En kugle har centrumi C(—3, 1, 1) og gar gennem P(1,2,1). Bestem en
ligning for kuglen. Bestem en ligning for tangentplanen til kugleni P.

Opgave2.10. Ger redefor, at deto linier [ og m givet ved parameterfremstillingerne

OG- O

er vindskaeve. Bestem afstanden mellem [ og m og bestem vinklen mellem [/ og m.

Opgave2.11. Enlinesa afbildning f er givet ved matrixfremstillingen

ro=(3 3)

og vektoren v er givet ved o = ( %).
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Bestem f(v). Bestem den vektor u, der opfylder, at f(u) = v. Tegn billedet af et
kvadratnet ved afbildningen f. Enandenlineas afbildning g er givet ved matrixfremstillingen

g(x) = G _11> X,

Gar rede for, at g er bijektiv, og bestem matrixfremstillingen for den omvendte afbildning
g~ L. Bestem matrixfremstillingen for den sammensatte afbildning g o f.

Opgave2.12. En kurve er givet som graf for vektorfunktionen

f(t)=<

3
Y —t

;o te[-2;2].
2t—|—1> €l ]

Bestem kurvens skagingspunkter med koordinatsystemets akser. Bestem de punkter, hvor
kurven har lodret tangent. Tegn kurven.

Opgave2.13. | et koordinatsystem i planen er to vektorer a og b givet ved

i= (%) og i=("
a=|} g b=(,)
Bestem arealet af den trekant, der udspamdesaf @ og b. Bestem projektionenaf @ pab. Oplas

vektoren o = (%) efter @ og b.

Opgave2.14. Enliness afbildning f der givet ved matrixfremstillingen

X 3 1 X
0= 35)6)
Find f(¥), hvor § = (%). Bestem den vektor i, der opfylder f(ii) = (37). Tegn billedet

af et kvadratnet afbildet ved f. Ger redefor, at f har en invers afbildning f —1, og bestem
matrixfremstillingenfor £ ~1. En anden lineaa afbildning g er givet ved matrixfremstillingen

x\ (2 -1 X
)74 2 ) )
Bestem matrixfremstillingen for den sammensatte afbildning g o f.

Opgave2.15. En vektorfunktion f er bestemt ved

13—

> 3
f(t)=< 2 t>; tel2 2.
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Grafenfor f er den kurve, der har parameterfremstillingen

x (1) 13— 3t
= : 2;2].
<y(r>> < 2 ) relza
Find parametervaadiernefor grafens skaaingspunkter med akserne. Bestem disse skagings-
punkter, og bestem hastighedsvektorerne i disse punkter. Bestem de punkter, hvori grafen

har vandrette eller |odrette tangenter. Tegn grafen. Find parametervaadiernefor de punkter
pagrafen, hvor hastighedsvektoren danner en vinkel pa 45° med x-aksen.

Opgave 2.16. | et koordinatsystem i rummet er givet punkterne A(1, 2, 2), B(0, 6, 4) og

C(3,3,1). Bestemenligningfor den plan «, der indeholder A, B og C. Enlinie ¢ er bestemt
ved parameterfremstillingen

()-(3) -

Bestem skagingspunktet mellem ¢ og «. Bestem vinklen mellem ¢ og «.
Opgave2.17. | et koordinatsystem i rummet er en pyramide ABC D E givet ved koordina-
terne A(0, 0, 0), B(4,0,0), C(4,4,0), D(0,4,0) og E(2, 2, 8). Bestem alle toplansvinkler

i pyramiden. Bestem ligningen for den omskrevne kugle (dvs kuglen, som gar gennem de
naevnte punkter).

3. Supplerende opgaver til I1D.

Opgave3.1. Bestemintegralet

/‘(x2 + i) dx
3’

1
f x2e*dx.
0

Bestem tallet

Opgave3.2. Bestem integralerne

a) f(2x3—4x—3COSx)dx, b) /xzénxdx,

C) /xén(xz)dx.
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Bestem tallet

10
(x +1)v/3x2 + 6x — 5dx.
1

Opgave 3.3. Bestem integralerne

. 3x+1
2 Ay — f - = .
f(Bx + 4x Slnx)dx og x2—x—6dx
Opgave3.4. Bestemintegralet [(+/3x + 1) 'dx og derefter tallet fls (v3x + 1)_1dx.

Opgave3.5. Bestem integralerne

a) f(x5—3x2+2x—1)dx, b) /xexdx,

2
x24+4x+5

Bestem tallet 12
s
f sn?(2x + 1) cos(2x + 1) dx.
0

Opgave 3.6. Enfunktion f er bestemt ved

fx)= x2 — 2x.
Skitser grafenfor f i et koordinatsystem. Farsteaksen (x-aksen) og grafen for f afgraanser i
fjerde kvadrant et omrade M. Beregn arealet af M. Beregn rumfanget af det omdrejningsle-

geme, der fremkommer, nar M drejes 360° om x-aksen.

Opgave 3.7. Enfunktion f er bestemt ved

1
fx)==4++x; x>0.
X
Grafenfor f, x-aksenogliniernemedligningernex = 1ogx = 4 afgramser en punktmaangde
M. Beregn arealet af M. Beregn rumfanget af det omdrejnings egeme, der fremkommer, nar
M drejes 360° om x-aksen.
Opgave3.8. Enfunktion f er givet ved

fx)=e"+Inx.



MatGeo SO 14
11. september 2000

Det oplyses, at grafenfor f i intervallet [1; 2] ligger over x-aksen. Grafenfor f, x-aksen og
linierne med ligningerne x = 1 og x = 2 afgramnser et omrade M. Beregn aredet af M. En
anden funktion g er for x > —1 givet ved

gx) =x+v/x+1.

Grafen for g, koordinatsystemets akser og linien med ligningen x = 1 afgramser et omrade,
der drejes360° om x-aksen. Beregnvolumenet af det derved fremkomne omdrejningslegeme.

Opgave 3.9. To funktioner f og g er givet ved

f(x)=—x2—l—8x—13, g(x)=x2—6x—l—7.
Skitser graferne for f og g i et koordinatsystem. De to grafer afgramser et omrader, der
har et areal. Beregn dette areal. Grafen for g, koordinatsystemets akser og linien med
ligningen x = 1 afgraenser et omrade M. Nar M drejes 360° om x-aksen fremkommer et
omdrejningslegeme. Beregn rumfanget af dette omdrejnings egeme.
Opgave 3.10. Bestem ved dekomposition (dvs ved opskrivning af integranden som sum af

partialbrgker) integralet:
/1 -3
o x2—5x+6 x

Opgave3.11. Bestem tallet
4 —1
X
f 2— dx.

3 x*—4x+4

Opgave3.12. Lesdifferentialligningen
y 4+ 3xy = x.

Bestem den Igsning, hvis graf indeholder punktet P (0, 4).

Opgave 3.13. Bestem den fuldstendige l@sning til hver af differentialligningerne

a) y —xy =0, b) y —3y=2.

Opgave 3.14. Bestem den lgsning til differentialligningen
y —3y=x+2,

som opfylder y(0) = —1.
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Opgave 3.15. Lgsenhver & ligningerne

a) y+y=t+1, b) y' + y = cost,

t

0 Y+y=e, d  Y+y=e

Opgave3.16. Lesfor ¢t # Oligningen
ty +y =4
Er de fundne lasninger gyldige ogsafor t = 0?

Opgave3.17. Lesligningen
Y+

=4
x—|—2y

Opgave 3.18. Lesdifferentialligningen

y' + (tanx)y = 2sinx, for — % <x < Z.

Opgave3.19. Lgsligningen
(2+sinx)y’ + (cosx)y = sin® x.

[Vink: [sin®xdx = 2x — 1 sin2x.] Bestem den Igsning, som opfylder y(%) = 1.
Ekstraopgavetil deivrige: Bevisvinket! [Vink: Brugbl.a. formlen2cosx sinx = sin2x.]

Opgave 3.20. Bestem den fuldstendige lgsning til differentialligningen
y' =3y +2y=0.

Bestem endvidere den I gsning, der indehol der linieelementet (0, 3, 4), dvsopfylder y(0) = 3
og y'(0) = 4.

Opgave3.21. Bestem den fuldstemndige l@sning til differentialligningen

y'+4y +4y =0.

Opgave 3.22. Bestem den fuldstemndige l@sning til differentialligningen

2y" — 6y’ +5y = 0.
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Opgave3.23. Vis, at funktionen f(x) = —3x? + x + 19 er lgsning til differentialligningen
2y" + 5y’ — 3y = 9x% — 33x — 64.
Bestem derefter den fuldsteendige | @sning til denne ligning.
Opgave 3.24. Vis, at funktionen f(x) = cosx + 3sinx er lgsning til differentialligningen
y" — 3y +9y = —cosx + 27sinx. (*)
Bestem den fuldsteendige I@sning til (*). Bestem de Igsningskurver til (*), der gar gennem
koordinatsystemets begyndel sespunkt. Bestem den lasning, hvisgraf gar gennem koordinat-
systemets begyndel sespunkt, og som opfylder y'(0) = 3.
Opgave3.25. Lesdifferentialligningen
y" —y"—=2y'=0.
[Vink: Sed 7z := y'. Bestem farst z og dernasst y ]
Opgave 3.26. Find den fuldstendige |asning til hver af differentialigningerne

a) y' +3y —4y =0, b) y"+ 10y —y =0.

Opgave3.27. Leshver & differentialigningerne

a y'=4y, by y'=—4y.

Opgave 3.28. Bestem konstanten a sdledes, at funktionen f(x) = ae”* er lgsning til
differentialligningen
y' + 4y =e*.

Las derefter ligningen. [Vink: Brug resultatet fra opgave 27b.]
Opgave3.29. Bestemtallenea, b og c siledes, at andengradspolynomiet ax? + bx + c er

[@sning til ligningen
y" — 4y = 8x% — 2x.

Bestem derefter den fuldstaandige |@sning. [Vink: Brug opgave 27a.]
Opgave 3.30. Find den Iasning til differentialligningen

y//_zy/_l_y:x’
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der opfylder y(0) = 1 0g y’'(0) = 0.

Opgave3.31. Find denlasning y(¢) til differentialigningen
Y'(0) + 4y (1) = 1417,

der opfylder begyndel sesbetingelserne y(0) = 1 og y'(0) = 2.

Opgave3.32. Lesdifferentialligningen

d_y = 2xy2 + 3x2y2.
dx
Bestem specielt den lgsning, der opfylder y(1) = —1.

Opgave3.33. Bestemfor x > —2 den lgsning til differentialligningen

y' +

=3x -2
x—|—2y o

som opfylder y(2) = 3.

Opgave 3.34. Bestem talene a og b sdledes, at funktionen i (x) = acosx + bsinx er
l@sning til differentialligningen

y" 4+ 6y’ 4+ 9y = 20cosx + 10sinx.
Bestem herefter den fuldstaendige | @sning til denne ligning.
Opgave 3.35. Lgsdifferentialligningen

dy

= 2xy.
dx Y

Bestem den lgsning, hvis graf gar gennem punktet P(1, 2). Bestem den lasning, hvis graf
gar gennem punktet Q(1, 0). Bestem den lasning, hvis graf gar gennem punktet R(1, —2).

Opgave 3.36. Lesdifferentialligningen

d_y_2x—4
dx e

Bestem den lgsning y = f(x), som opfylder f(2) = 0.
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Opgave3.37. Lesfor x > —1differentialigningen

v +

=9gnx.
x—l—ly

Opgave 3.38. Lgsdifferentialligningen
y' +3y —4y =0.
Bestem derefter den fuldstaandige | @sning til ligningen
y" +3y' —4y = —7cosx — 11sinx.

Opgave 3.39. Bestem talenea, b og ¢ siledes, at funktionen f(x) = ax? + bx + c er
l@sning til differentialligningen

y' +2y' +3y =6x? + 11x + 3.
Bestem den fuldstendige | @sning til denne differentialligning.
Opgave 3.40. Lesdifferentialligningen

y + 2xy = x.

Bestem den |gsningskurve, der gar gennem (0, 3).
Opgave3.41. Find den fuldstaandige l@sning til differentialligningen

dy

= vy COSx.
dx Y

Bestem den Igsning, som opfylder y(0) = 1. Bestem den lgsning, som opfylder y(0) = O.
Bestem den lgsning, som opfylder y(%) = —2.

Opgave3.42. Lesdifferentialligningen
2y” +5y' — 3y =0.
Bestem et andengradspolynomium, som er lgsning til differentialigningen
2y" 4+ 5y’ — 3y = —3x% + 4x + 14.

Bestem den fuldstendige | @sning til den sidste differentialligning.
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Opgave 3.43. Find den lgsning til differentialligningen

dy
—— =y COSx,
dx Y *
hvis graf gar gennem punktet (0, 1).
Opgave3.44. Lesdifferentialligningen
/
= 2.
y + 21 y=x+

Opgave 3.45. Bestem den fuldstemndige lgsning til differentialligningen

dy
—= =2x(y—1).
I -1

Bestem derefter den |asning, hvis graf indeholder punktet P (1, 2¢).
Opgave 3.46. Bestem den fuldstendige l@sning til differentialligningen

dy 2
dx —Xy .

SO 19

Bestem denlgsning f, der opfylder f(0) = 1. Angiv definitionsmaangdenfor f. Bestem den

l@sning g, der opfylder ¢(0) = —1. Angiv definitionsmaangden for g.

Opgave 3.47. Enfunktion f af to variable x og y er givet ved
f(x,y)= 3xy2 + x3y — 3%+ 2y

Bestem df/dx 0g df/dy.

Opgave 3.48. Enfunktion f af to variable x og y er givet ved
f(x,y) = 3x% — 4xy + 4y — 8y.

Bestem df/dx og df/0y. Bestem de stationagre punkter for f.

Opgave 3.49. Find de partielle afledede af felgende funktioner

x2 k

) :32 ZX 2’ ) = - >
JfG,y) =3x"+2xy +y . y) SIny+COSy

FO1, X200 X)) =y (01— a2 + (k2 — a2)? + - - + (%, — an)?
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Opgave 3.50. Bestem

I I
a(ek cos(wt — 19)) 09 a(xsm(wt)).

Opgave 3.52. Find de stationaare punkter for funktionen

fe,y)=2xy —x*—y%  (x,y) e RZ

Opgave 3.53. Find de partielle afledede af felgende funktioner

fo,y) =x* =3y +x2y% — xy3 + 4,
f(x’y):xgnyv f(x’y):xZexy

— *y — ,Xyz
f(x’y) x2—|-y2’ f(x,y,z) € .

Opgave 3.54. Bestem de partielle afledede af falgende funktioner

fo,y.2) =x%¥Inz,  f(rs,0) =1 —r%—s%—1%e .

Opgave3d.55. Differentialligningeny’ = ay + b har vi tidligerelast ved separation af deva-
riable (1D side 75-76). Den kan imidlertid ogsa betragtes som en lineag farsteordendigning.
Las ligningen ved hjadp den formel, der er udviklet hertil.

Opgave 3.56. Bestem den fuldsteandige l@sning til enhver af ligningerne:

y' +5y+4y =0 y'—6y+9y=0, 4y”"—-16y +25y=0.



